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PRÉFACE. 



.... ProuTer toates les propositions an peu 
obscures, et n'employer à leur preuTe que des 
axiomes très-évidenls ou des propositions déjà 
accordées ou démontrées. 

(Pascal, De l'esprit géométrique.) 



L'édition que je publie aujourd'hui de mon Traité 
d'Algèbre diffère pour la forme des précédentes; mes 
idées sur renseignement de l'Algèbre n'ont pas varié 
beaucoup quant au fond, mais j'ai dû mettre à profit 
quelques observations de mes collègues, et surtout 
les perfectionnements récemment apportés dans les 
méthodes d'enseignement. C'est ainsi que j'ai pu 
donner tantôt un tour plus rapide à certaines démon- 
strations, tantôt plus de rigueur à d'autres qui lais- 
saient un peu à désirer sous ce rapport. Enfin, j'ai cru 
devoir augmenter beaucoup le nombre des Exercices 
proposés, en donnant une solution très-sommaire de 
quelques-uns d'entre eux et en y joignant des JNotes 
sur des questions étrangères aux programmes, mais 
qui m'ont paru instructives et intéressantes. On vou- 
dra bien remarquer, d'ailleurs, que les exercices que 
je propose sont le plus souvent tirés des œuvres des 
grands maîtres. 

Je veux maintenant me justifier de quelques re- 
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proches qui m'ont été adressés et dont je n'ai pas cru 
devoir tenir compte. 

On a critiqué la façon dont j'entrais en matière 
( mais je dois dire que beaucoup de professeurs m'ont 
approuvé); on prétend qu'il est difficile de donner 
dès le début des notions exactes sur les quantités 
négatives et qu'il faut rejeter leur théorie après les 
équations du premier degré. 

Je réponds à cela que la quantité négative n'est pas 
plus difficile à saisir que la quantité positive, et que 
-h 3 est aussi absurde que — 3 au point de vue 
concret. Tout élève comprendra parfaitement que l'on 
peut appeler quantité algébrique un nombre pré- 
cédé d'un signe, pourvu que ce nombre et ce signe 
fassent partie d'une formule. Ainsi, dans 2 H- 3 — 4? 
je dis que — 4 ^st un terme négatif du polynôme 
2-4-3 — 4- fl n'est pas difficile non plus de ^aire 
comprendre que (-4- 3) x (— 2) == — 3 x 2 est une 
définition. Je ne tarde pas à montrer que le but de 
pareilles définitions est de simplifier les énoncés de 
certains théorèmes. L'interprétation vient plus tard, 
mais jamais la quantité négative n'a apparu comme 
une chose absurde. 

Au contraire, ceux qui ne veulent pas entendre 
parler de quantités négatives au commencement de 
l'Algèbre ne font que tromper les élèves et leur donner 
des idées fausses, en leur cachant l'absurde et en les 
faisant passer outre quand ils le rencontrent. 

Par exemple, comment est-il permis de dire que 
l'on peut faire passer un terme d'une équation d'un 
membre dans un autre en changeant son signe avant 
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d'avoir parlé des quantités positives et négatives ? Je 
suppose qu'il s'agisse de résoudre 

I — ûo = 5 — 2œ. 

La solution est ^ = 4 ? mais, si l'élève ne sait pas ce 
que c'est qu'une quantité négative, cette équation, a 
priori, n'a pas de sens, car, quand a? = 4? on a 

i-4==5^8. 

Mais encore, si vous écrivez, je suppose, cette autre 
équation 

X — I = 2X — 5, 

pouvez-vous faire passer a? d'un membre dans un 
autre? Savez- vous d'avance si l'opération sera pos- 
sible? Etc., etc. On croit avoir fait un chef-d'œuvre 
en passant du simple au composé; mais c'est aux 
dépens du bon sens, en trompant l'élève et en lui 
faussant le jugement. 

J'ai souvent entendu dire dans le monde que l'étude 
des Mathématiques rendait l'esprit faux : c'est parfai- 
tement exact si on les enseigne mal et si l'on exerce 
les élèves à ne pas apercevoir les fautes grossières de 
raisonnement que l'on fait devant eux. 

Telle que je l'expose, la théorie des imaginaires ne 
laisse aucun nuage dans l'esprit ; dans une Note placée 
à la suite du Chapitre VII, j'ai indiqué sommairement 
une manière différente de présenter cette théorie. 
Croit-on aussi rectifier le jugement des élèves quand 

on leur dit que l'on convient de considérer ^ — i 
comme une quantité qui aurait pour carré - i ? 
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Pourquoi ne peut-on pas convenir aussi qu'en ajou- 
tant 2 et 2 on obtiendra i o ? 

Plusieurs absurdités ont déjà disparu de renseigne- 
ment : les séries divergentes, l'infini en tant que quan- 
tité déterminée très-grande, etc. Il faut espérer qu'on 

fera disparaître aussi les théories qui font de \/ — i 
une quantité dénuée de sens. 

Dans cette édition, je me suis mieux conformé. aux 
programmes officiels que dans les précédentes; j'ai 
développé plus simplement et plus complètement la 
théorie des déterminants, la théorie des fonctions 
dérivées et celle de l'élimination. Enfin, on voudra 
bien remarquer le dernier Chapitre sur les polynômes 
homogènes du second degré et leurs applications à 
la séparation des racines des équations; cette théorie 
m'a paru une bonne préparation à l'étude des co- 
niques et des surfaces du second ordre, indépendam- 
ment des immenses services que la loi dite de l'inertie 
est appelée à rendre à la théorie des équations. 

Que l'on me permette à ce propos une digression : 
plus d'une théorie importante a été portée à un haut 
degré de perfection lorsqu'elle a été régulièrement 
introduite dans l'enseignement, et, quand on com- 
pare cette théorie avec ce qu'elle était cinq ou six 
ans auparavant, on y rencontre des énoncés plus nets 
et plus féconds, une précision et une rigueur qui en 
ont fait un instrument riche et puissant. C'est ainsi 
que la théorie de l'élimination s'est bien perfectionnée 
depuis qu'elle est exigée pour l'entrée à l'École Poly- 
technique. Je suis convaincu que, si nos professeurs 
voulaient introduire peu à peu la théorie des formes 
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quadratiques dans leur enseignement, comme ils ont 
introduit autrefois celle des déterminants, on verrait 
cette théorie faire faire à l'Analyse des progrès prodi- 
gieux. 

Le jour n'est peut-être pas éloigné où Ton pourra 
substituer au théorème de Sturm, déjà si riche en con- 
séquences, une méthode réellement pratique pour la 
séparation sûre et rapide des racines d'une équation. 

Que l'on veuille bien se rappeler combien les élèves 
redoutaient autrefois l'introduction des déterminants 
dans les Cours de Mathématiques spéciales. Que de 
récriminations n'entendrait-on pas aujourd'hui si on 
les empêchait de se servir de ce précieux instrument, 
qui vient si à propos soulager leur mémoire et leur 
attention ! Peut-être n'est-ii pas inutile de rappeler que 
c'est M. Moutard qui a surtout contribué par son en- 
seignement à la vulgarisation de la théorie des déter- 
minants. 
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DES LIMITES ET DES INCOMMENSURABLES (*). 

On appelle limite d'une quantité variable une quantité 
fixe dont la quantité variable s'approche indéfiniment, de 
manière que leur dijBFérence ait une valeur susceptible de 
devenir aussi petite que l'on veut. 

Ainsi, par exemple, i est la limite des fractions pro- 
prement dites constamment croissantes; - est la limite 

vers laquelle tendent les fractions o,3, o,33, o,333, . . ., 
lorsque le nombre de leurs chiiEFres 3 augmente indéfini- 
ment, etc. 

Théouème I. — Lorsqu'une quantité croît constamment 
sans devenir plus grande qu'une quantité fixe y elle a une 
limite. 

En effet, on voit qu'il existera une quantité fixe que la 
quantité variable ne pourra pas surpasser, mais telle, que 
toute quantité fixe inférieure pourra être égalée par la va- 
riable : cette quantité est évidemment la limite de la quan- 
tité variable en question. 

Théorème II. — Lorsqu'une quantité décroît sans cesse 



C*") La place de cette introduction serait, en Arithmétique, un peu avant 
la théorie de la racine carrée; les auteurs des programmes officiels ont 
disposé les choses autrement. 
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sans pouvoir devenir moindre quune quantité fixe donnée j 
cette quantité variable a une limite. 

En effet, cette limite est évidemment la plus pethe des 
quantités à laquelle la variable ne peut devenir inférieure. 

Théorème III. — Si deux quantités sont constamment 
égales, si l'une d'elles admet une limite y Vautre en ad- 
met une aussi, et ces deux limites sont égales. 

En effet 9 soient a et b les quantités variables et A la 
limite de a ; A — a peut devenir moindre en valeur absolue 
que toute quantité donnée. Il en sera de même de A — J, 
qui lui est égal; donc, par définition, A est la limite de b. 

c. Q. F. D. 

On appelle commune mesure entre deux quantités A 
et B de même espèce une quantité G qui est contenue un 
nombre exact de fois dans A et dans B. 

Pour trouver une commune mesure entre A et B, on 
peut d'abord chercher si la plus petite B de ces quantités 
est contenue un nombre exact de fois dans A ; s'il en était 
ainsi, B serait la commune mesure cherchée; sinon, on 
peut diviser B successivement en deux, trois, quatre, . . . 
parties égales, et chercher si l'une de ces parties est con- 
tenue un nombre exact de fois dans A. Mais il peut ar- 
river que, quelque grand que soit le nombre entier n, la 
^lème partie de B ne soit jamais contenue un nombre exact 
de fois dans A ; on dit alors que A et B n'ont pas de corn» 
mune mesure ou sont incommensurables. 

Pour trouver une commune mesure entre A et B, on 
peut suivre un procédé analogue à celui qui fournit en 
Arithmétique le plus grand commun diviseur, A cet effet, 
on retranche de A la plus petite B des deux quantités en 
question autant de fois qu'on le peut ; on trouve alors que 

(i) A = q fois B H- un reste R moindre que B, 
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q désignant un certain nombre entier. On retranche en- 
suite R de B autant de fois que l'on peut, et l'on trouve 
alors, par exemple, 

( 2 ) B = gr' fois R + un reste R' moindre que R. 

On retranche ensuite R' de R autant de fois qu'on le peut, 
et l'on trouve ainsi 

( 3 ) R = ç''' fois R' -f. un reste R'' moindre que R', 

et ainsi de suite. Il peut se faire que l'un des restes R, 
R', R^', . . . soit nul, et alors le reste précédent est la com- 
mune mesure. En eflFet, supposons R"' nul, R' sera alors 
égal à un nombre exact cf" de fois R'', et l'égalité (3) nous 
montre que R est égal à q" fois R', c'est-à-dire q'^Xq"' fois R'' 
plus une fois R^^, c'est-à-dire q" q'"-\- i fois R''. L'égalité (2) 
montre ensuite que B est égal à q' [q" q'" -\- i)H- i fois R'^; 
enfin l'égalité (i) montre que A est égal à 

fois R'' : R'' est donc une commune mesure entre A et B. 

Ajoutons que le procédé que nous venons d'indiquer a 
l'avantage de faire connaître la plus grande commune me- 
sure entre A et B ; il est facile de le prouver en suivant le 
même mode de démonstration qu'en Arithmétique, lors- 
qu'il s'agit de trouver le plus grand commun diviseur entre 
deux nombres. 

Lorsque les quantités A et B n'ont pas de commune 
mesure, le procédé que nous venons de suivre, pris à la 
lettre, ne permet pas d'affirmer qu'il en est ainsi; les. 
opérations, à la vérité, ne se terminent pas, mais rien ne 
prouve qu'elles ne se termineront pas après un temps plus 
ou moins long. 

En Arithmétique, on a donné les définitions suivantes : 
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Mesurer une quantité A, c'est chercher combien de fois 
elle contient une quantité de même espèce B prise pour 
unité ou combien de fois elle contient une certaine partie 
de B divisé en parties égales ; le résultat de cette opération 
est ce que Ton appelle un nombre entier ou fractionnaire. 
Le nombre qui mesure une quantité A est donc ce qui 
nous définit la relation de grandeur entre la quantité en 
question A et son unité B, ou, si Ton veut, ce qui exprime 
le rapport de A à B. 

D'après la définition donnée en Arithmétique, il n'existe 
pas de nombre mesurant une quantité A incommensurable 

avec son unité, car, s'il existait une fraction - mesurant le 

nombre A, A contenant p fois la y**™* partie de l'unité, 
cette y**™® partie de l'unité serait une commune mesure 
entre A et l'unité. 

Cependant il existe certainement une relation de gran- 
deur entre A et l'unité : voici comment on peut la définir. 

Partageons l'unité en n parties égales; A contiendra, 
par exemple, m de ces parties, mais n'en contiendra pas 

m m -\- \ , , . , 

m -4- 1 ; — 6t mesurent donc deux quantités commen- 

surables P et Q telles, que 

P<A<Q, . 

et différant de A d'une quantité moindre que la tz**™® partie 

de l'unité, c'est-à-dire différant de A d'aussi peu que l'on 

veut, puisque l'on peut choisir n aussi grand que l'on 

veut. Soit ri ^ ti, et supposons que A contienne ni fois 

la Tz'^*™® partie de l'unité et ne la contienne pas ni -^r \ 

f. , m ni -\-i , 

tois; — ,- et ^ — mesureront des quantités commensu- 

rables V et Q' telles, que 

P'<A<Q'. 
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La diflFérence entre P et A pourra être prise moindre que 
la /z'^*™« partie de Tunité, et, par conséquent, en prenant ri 
assez grand, V pourra être compris entre P et A, et, par 

conséquent, le nombre —7 sera plus grand que — • On dé- 






terminerait de la même façon un nombre -^ plus grand 
que -7- et mesurant une quantité P' comprise entre P' et 



n 
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A, etc. Lies nombres — 5 — r^ -77'» • • • sont ce que 1 on peut 

n n 11 *- ^ 

appeler les mesures approchées de A. Ils ont une limite ; 
cette limite est ce que l'on appelle le nombre incommen- 
surable qui mesure A. En effet, ces nombres vont en crois- 
sant et restent toujours inférieurs à qui mesure Q 

plus grand que A. 

Soit - une fraction définie par la condition que A soit 
compris entre (ui fois et fx -f- 1 fois la v**™® partie de l'unité; 
il est facile de prouver que la limite vers laquelle tend - 
est le nombre a qui mesure A lorsque v croît indéfiniment. 
En effet, soient R la grandeur mesurée par - et S celle qui 

jtA -4- I 

est mesurée par : on a 

R<A<S. 

La différence entre R et A est moindre que la v^®"*® partie 
de l'unité ; la différence entre P et A est moindre que la 
^ième partie de l'unité; donc entre P etR la différence est 
moindre que la tz^*™® partie de l'unité, en supposant, par 
exemple, v plus grand que n. Mais quand on fait croître n 
et V indéfiniment, v suivant une loi quefconque et n en 
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le faisant passer par les valeurs tz', ré',, , , définies tout à 
Theure, les nombres — et - qui mesurent P et R diffèrent 

de moins de -5 c'est-à-dire que leur différence peut être 



prise aussi petite que Ton veut. Or — a pour limite a, c'est- 
à-dire peut en différer d'aussi peu que l'on veut. - peut 

différer de — d'aussi peu que l'on veut ; donc il peut aussi 
différer de a d'aussi peu que l'on veut; en d'autres termes, 
- a pour limite a. 

a aussi pour limite a ; car diffère de -5 de -5 

V '^ V V V 

que l'on peut prendre aussi petit que l'on veut. 

Il résulte de là que, pour définir le nombre incommen- 
surable qui mesure une quantité A incommensurable avec 
son unité, il suffit d'indiquer quelles sont les fraction» 
mesurant les quantités inférieures à A et commensurables 
avec l'unité, ou supérieures à A et commensurables avec 
l'unité. 

Les définitions des mots somme, différence, adoptées 
pour les nombres commensurables, s'appliquent avec luci- 
dité aux nombres incommensurables : il n'en est pas de 
même du mot produit. 

Nous définirons le produit de deux incommensurables 
A et B en désignant les nombres commensurables infé- 
rieurs et supérieurs à ce produit. En désignant par a et i 
les nombres commensurables inférieurs à A et B ayant pour 
limite A et B, par a' et V des nombres commensurables 
supérieurs à A et B ayant pour limite A et B, il est clair 
que a! b' sera plus grand que ab ; or, a et i croissant et ten- 
dant vers leurs limites, ab croît. Comme il ne peut jamais 
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surpasser al V, il a une limite ; de même a' V a une limite : 
il est facile de voir que ces limites sont égales. En eflfet, 
soient a la diflFérence entre a et al ^ [3 celle entre h et J'; 
on a 



(i) 



a'h' ^ab = {a-ha)b'- [b'^^) a.^ 



Mais i' est une fraction ; supposons-la égale à ^ • Multi- 
plier a-\-a par ^ ? c'est en prendre les ^ • Or - h- ^ repré- 



a a, 



sente le tiers de a -f- a, car, en ajoutant "*" ô trois fois à 



3 3 



lui-même, on reproduit a 4- a. En ajoutant deux fois ^ 



. a a 



3 3 



à lui-même, on a les ^ de a -h a, et Ton trouve 

6 



-5- + -5- ou Va-^b'oL, 



On prouverait d'une manière semblable que {V — P ) a est 
égal à Va — S a ; la formule (i) donne alors 



a!b —ab = 0Lb' -h «p. 

Or a et j3 peuvent être pris aussi petits que l'on veut ; le 
second membre de la formule précédente peut donc être 
rendu aussi petit que l'on veut, et, par suite, a^V et ab 
peuvent être pris aussi peu dijBFérents l'un de l'autre que 
l'on veut, ce qui revient à dire que leurs limites sont 
égales. 

La limite commune de ab et de afV est ce que l'on ap- 
pelle le produit de A par B; on le désigne toujours par la 
notation A xB ou A 8, et comme ab est toujours égal 
à ia, leurs limites AB et BA sont égales. 
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Théorème. — Un produit de plusieurs facteurs incom- 
mensurables ne change pas quand on intervertit l'ordre 
des facteurs. 

En eflfet, soient a, b^Cjd, ... des quantités inférieures 
à A, B, G, D, ... respectivement; le produit ABC est la 
limite vers laquelle tend le produit ai X c ou abc ; de 
même ABCD est la limite vers laquelle tend abc xd ou 

abcd Or, par exemple, abcd est égal à acdb; donc 

leurs limites ABCD, ACDB sont égales. c. q. r. d. 

Le quotient de deux incommensurables appelées rfiVi- 
dende et diviseur est un nombre qui, multiplié par le di- 
viseur, reproduit le dividende. 

Soient D le dividende, d le diviseur; je dis que le quo- 
tient existe toujours. En effet, soient A, A', 5, §^ des quan- 
tités commensurables satisfaisant aux relations 

on trouvera toujours deux nombres q et q* satisfaisant aux 
relations 

(l) ^ = ^'q, ^'=:^q'. 

Si l'on fait tendre A et A' vers D, 5 et ^ vers d, q di- 
minue, q^ augmente, mais on a toujours q^c(\ donc q 
et q' ont chacun une limite. Je dis que ces limites sont 
égales ; en eflFet, en appelant r la différence entre A et A', 
et s la différence entre à et S^, on a, au lieu des for- 
mules (i), 

^z={^—s)q, ^'hr = eq', 

et, en retranchant membre à membre. 

En faisant usage d'un raisonnement déjà fait à propos 
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de la multiplication des incommensurables, on a 
ou bien 

r =: §q' — §q -\- sq . 

Mais, s et r pouvant être pris aussi petits que Ton veut, 
${f et dq peuvent être pris aussi voisins Tun de l'autre que 
Ton veut, et par suite q et q' aussi, ce qui prouve bien 
l'existence d'un quotient unique. 
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NOTIONS FONDAMENTALES. 



I. — PRÉLIMINAIRES. 

II est difficile de donner une définition bien nette et 
bien précise de l'objet de l'Algèbre ; toutefois, on peut dire 
que la science des nombres comprend F Arithmétique et 
TAlgèbre. 

L'Arithmétique a pour but de trouver des nombres 
inconnus d'après leur mode de dépendance avec d'autres 
nombres donnés. 

L'Algèbre, au contraire, a pour but « de trouver le sys- 
tème d'opérations à faire sur des quantités données pour 
en déduire les valeurs des quantités que l'on cherche... 
Le tableau de ces opérations... est ce que l'on appelle 
une formule » (Lagrange, De la résolution des équatiofis 
numériques). . 

L. — Algèbre, I. i; 
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Ainsi, quand on dit que, connaissant le prix d'un objet, 
pour avoir le prix d'un certain nombre d'objets de même 
espèce il faut multiplier le nombre de ces objets par le 
prix de chacun d'eux, on fait de l'Algèbre; au contraire, 
quand on dit que, le prix d'un objet étant 2 francs, le 
prix de trois objets de même espèce est de 6 francs, on 
fait de l'Arithmétique. 

La plupart des Traités d'Algèbre contiennent de nom- 
breuses théories purement arithmétiques. 

Algèbre vient des mots arabes algebr v almocabelah, 
qui signifient opposition et comparaison; on en a fait en 
latin algebr a et almucabala. C'est évidemment à tort que 
l'on a voulu faire dériver algèbre de Geber, nom d'un 
mathématicien arabe. 

C'est dans le Traité de Mohamed ben Musa (ix*' siècle) 
« que nous avons puisé nos premières connaissances algé- 
briques, d'abord par l'entremise de Léonard de Pise, qui 
avait été s'instruire en Arabie, ensuite en l'ayant nous- 
mêmes et en le traduisant au xiii** siècle. De là, on a regardé 
Mohamed ben Musa comme l'inventeur de l'Algèbre... 
On sait que Mohamed avait tiré des Indiens une partie de 
ses connaissances mathématiques ; nous devons penser que 
c'est d'eux qu'il reçut l'Algèbre. » (Chasles, Aperçu his- 
torique, p. 490") 

« ... Brahmegupta et Bhascara, le premier au vi®, le 
second au xii® siècle » , ont publié des Ouvrages qui « traitent 
de l'Arithmétique, de l'Algèbre et de la Géométrie. L'Arith- 
métique et l'Algèbre en sont la partie la plus considé- 
rable et confirment pleinement l'opinion émise en faveur 
des Indiens comme inventeurs de ces deux branches de la 
science. » [Id., p. 4 18.) 

Quelques écrivains « avaient regardé Diophante d'A- 
lexandrie (iv* siècle) comme le premier inventeur de l'Al- 
gèbre — Mais aujourd'hui la question de priorité est 
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entre les Grecs et les Hindous. Le Livre de Brahmegupta 
est postérieur de deux siècles à celui de Diophante, mais 
la perfection de son Ouvrage annonce certainement que 
r Algèbre avait déjà une existence très-ancienne dans 
rinde. » [Id,, p. 489.) 

L'Algèbre des anciens différait beaucoup de l'Algèbre 
moderne, dont l'origine remonte à Viète, qui a le premier 
eu l'idée de représenter dans les calculs les nombres par 
des lettres. 

II. — DES ÛUJINTITÉS ALGÊBBiaUES. 

En Algèbre comme en Arithmétique, nous ferons usage 
des signes -f- et — pour exprimer que les nombres sé- 
parés par ces signes doivent être ajoutés ou retranchés 
l'un de l'autre. Les nombres qui, dans une formule, ne 
sont précédés d'aucun signe, ou qui sont précédés du 
signe -f-, sont appelés quantités positives; ceux qui sont 
précédés du signe — sont appelés quantités négatii^es. 

On considère souvent les quantités algébriques indé- 
pendamment des formules dans lesquelles elles doivent 
entrer; mais, quand nous parlerons dorénavant d'une quan- 
tité négative, il faudra toujours sous-entendre qu'elle fait 
partie d'une formule sans laquelle cette quantité n'offri- 
rait aucun sens net à l'esprit. Ainsi, par exemple, quand 
nous parlerons de la quantité — 4? nous devrons toujours 
supposer une formule, par exemple 

5 — 4=1» 2-1-7 — 4 = 5, ..., 

dont — 4 fasse partie, sans qu'il soit cependant nécessaire 
de préciser la formule en question. On conçoit, en effet, 
que le signe — placé devant le chiffre 4 donne à ce chiffre 
certaines propriétés dont il jouira, quelle que soit la for- 
mule dans laquelle il se trouve écrit. Ce que nous venons 

I. 
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de dire du symbole — 4 pourrait se répéter de cet autre 
-I- 4? q^6 l'on ne saurait concevoir que comme faisant 
partie d'une formule existante. 

On appelle valeur absolue et quelquefois aussi module 
d'une quantité positive ou négative le nombre précédé du 
signe -h ou — qui entre dans cette quantité. 

On dit que deux quantités sont égales lorsque leurs 
valeurs absolues sont égales et que leurs signes sont les 
mêmes; cette égalité algébrique s'exprime à l'aide du 
signe =, qui n'amène aucune confusion si nous conve- 
nons de regarder comme précédées du signe -H les quan- 
tités arithmétiques qui n'ont pas de signe. 

On convient de regarder les quantités négatives comme 
plus petites que zéro, et d'autant plus petites que leur va- 
leur absolue est plus grande, et l'on conserve les signes <^, 
^ de l'Arithmétique pour exprimer qu'une quantité posi- 
tive ou négative est plus petite ou plus grande qu'une 
autre. 

Ces conventions n'ont d'autre but que de simplifier le 
langage et d'éviter de longues périphrases; on finit par 
s'y accoutumer, et l'on y trouve souvent le grand avantage 
de comprendre dans un seul énoncé plusieurs propositions 
qui sans cela nécessiteraient autant d'énoncés distincts. 

m. — ADDITION. 

U addition algébrique est une opération qui a pour 
but de faire la somme algébrique de deux ou plusieurs 
quantités. 

On appelle somme algébrique de deux quantités de 
même signe la somme de leurs valeurs absolues précédée 
du signe commun ; la somme algébrique de deux quantités 
de signes contraires est la diiférence de leurs valeurs abso- 
lues précédée du signe de la plus grande. 
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Ainsi la somme de — 4 et ^— 5 est — 9, la somme de 

— 4 et 4- 5 est -1- I , celle de -I- 4 et — 6 est — 2. 

La somme de plusieurs quantités telles que — i, -I- 2, 

— 4? H" 7 est le résultat obtenu en ajoutant la première et 
la seconde, puis la troisième à la somme des deux premières, 
puis la quatrième à la somme des trois premières, etc. 

Pour indiquer que plusieurs quantités doivent être ajou- 
tées, on fait usage du signe -f- ; ainsi 

(-2)-f-(-4) + (-f-5) 

représente le résultat obtenu en ajoutant — aà — 4 et 4-5 
à la somme ainsi obtenue. Le plus souvent, on se contente 
d'écrire les quantités les unes à la suite des autres sans 
changer les signes; ainsi 

— 2 + 4 — 5 
est équivalent à 

{-2) + ( + 4) + (-5). 

Le symbole 3 + 6 — 4*t-i — 2, qui en Arithmétique repré- 
sente une suite de sommes et de différences, et en Algèbre 
une somme, conduit dans les deux sciences au même ré- 
sultat lorsqu'il est arithmétiquement possible, ce qui est 
très-avantageux au point de vue des applications. 

Quelquefois on désigne une quantité positive ou néga- 
tive telle que — 4 P^r ^^e seule lettre a. Pour exprimer 
que plusieurs quantités a,b,c, ... doivent être ajoutées, 
on les sépare les unes des autres par le signe -f-, ainsi : 
a-f-i + c-h... ('). 

Lemme I. — Soit N un nombre plus grand que les va- 



(*) On pourra à une première lecture passer les lemmes et remarques 
suivantes, et admettre le théorème I sans démonstration. 
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leurs absolues de a et de al\ si Von a 

( I ) N + a m N -f- «', 



on aura a = o! , 



D'abord je dis que les signes de a et ci sont les mêmes, 
car si, par exemple, a était négatif et d positif, en mettant 
les signes de a et d en évidence et en appelant a et a' leurs 
valeurs absolues, on aurait 

ce qui est absurde, car le premier membre est plus petit 
que le second. Les signes de a et d étant les mêmes, la for- 
mule (i) revient à N-r-a~N-}-a' ou à N — a = N — a', 
ce qui ne peut avoir lieu que si a ==: a'. Donc a et d sont 
égaux en valeur absolue et en signe. c. q. f. d. 

Lemme il — Si N est plus grand en ^valeur absolue 
que «, b eta-^ i, on aura 

en explicitant les signes de a et i, cette formule revient 
aux quatre suivantes, où a et |3 sont les valeurs absolues 
de a et i : 

( 1 ) N -î- ( H- a 4- P) = N -f- « -i- ,3, 

(2) N -f- ( — « H- ;3) z=: N — a H- 8, 

(3) N H- ( -f- a — ,3) — N -1- « — |3/ 

(4) N + (- « - P) z=: N - a ~ ,6. 

La formule (i) est évidente, car, -{- a -H p étant positif, 
pour l'ajouter à N, il faut faire l'opération arithmétique 
qui est l'addition de la somme a -f- j3, ou, ce qui revient au 
même, ajouter a puis j3. Pour démontrer la formule (2), on 
observe que — a H- (3 est égal à -H (|3 — a) si /3 ]> a et à 
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— (a — (3)sia^|3; on doit donc, dans le premier cas, 
ajouter ^ — a à N, ce qui revient à lui retrancher a, puis à 
lui ajouter j3, et dans le second cas lui retrancher a — j3, 
ce qui se fera en retranchant a et en ajoutant j3 au résultat; 
donc, en tout cas, la formule (2) est exacte. La formule (3) 
revient à ( 2), car -Ha — P = — |3-l-a d'après la définition 
même de Taddition de deux quantités, définition dans 
laquelle l'ordre n'intervient pas. Enfin, la formule (4) se 
démontre en observant que — a — P est égal à — ( a -+- ^ ) 
et qu'ajouter — (a-|-|3) à une quantité positive plus 
grande N, c'est en retrancher a -f- (3, ce qui donne 

N— « — p. 

Remarque, — Il est indispensable de bien observer que 
les lemmes précédents, évidents si a, b étaient des nombres y 
ne le sont plus si a, & sont des quantités algébriques . En 
ce moment, nous ne prenons pas dans son acception ordi- 
naire le mot ajouter; d'ailleurs, il s'applique à autre chose 
qu'à des nombres, de sorte qu'une démonstration est né- 
cessaire pour établir des faits qui seraient de toute évi- 
dence si a, b étaient des nombres et si nous avions conservé 
au mot ajouter son sens vulgaire. 

Théorème I. — Une somme né change pas de valeur 
quand on intervertit l'ordre de ses parties. 

Considérons, en effet, la somme a -+- i -h c -h rf. Soit N 
un nombre positif assez grand pour que N surpasse les 
sommes que l'on peut faire avec a, i, c, d en les prenant 
iài,2à2, 3à3et4à4y dans un ordre quelconque; nous 
aurons, en vertu de notre lemme II, 

N -4- (rt ~h ^ -T- C H- c?) =: N H- (« -f- 6 -4- c?) -!- c? 

= N + « H- ^ -+- c "H ^; 
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mais il est clair que, quels que soient les signes dea^ b, c, d, 
on a, par exemple, 

(chacune des opérations indiquées étant arithmétique- 
ment possible et l'addition d'une quantité négative reve- 
nant toujours ici à une soustraction); donc aussi 

et, en vertu du lemme I, 

a'\-b-+'C-\-d:=ib'-\'d'hC'\-a. 

Le théorème est donc démontré. 

Théorème IL — Pour ajouter une somme à une quan- 
tité, il suffit de lui ajouter successwem^nt chacune de ses 
parties. 

En effet, proposons-nous d'ajouter a-f-i-HcàP, le 
résultat sera 

P-^(«-f-A-hc) ou (a-4- ^ -f-c) H-P. 

Mais on peut supprimer la parenthèse dans cette dernière 
formule, car elle exprime qu'au résultat obtenu en ajou- 
tant & à a et c à la somme ainsi obtenue il faut encore 
ajouter P, ce qu'exprime également le symbole 

a -h 6 + c H- P, 

que l'on peut aussi écrire 

P H- û -h A -4- é?, 
en vertu du principe précédent; donc, etc. c. q. f. n. 

Théorème IIL — Une sommée algébrique peut s'obtenir 
en ajoutant séparément les quantités de même signe, en 
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faisant la différence des résultats obtenus et en donnant 
à cette dijfférence le signe du plus grand. 

En effet, 

«-f-ô — c -h d — fz=z a ^ b -h d — c — y, 

et, en vertu du principe précédent, 

a ^ b — c -\-d — /= (« -4- ^ H- fl?) 4- (— 6* — /) 

= (« -^ ^ H- f/) — (cr H-/), 

ce qui démontre le principe en question. 

Théorème IV. — Pour changer le signe d'une somme 
algébrique , il suffit de changer le signe de chacune de 
ses parties. 

En effet, pour faire la somme de plusieurs quantités, on 
ajoute les quantités de même signe, on fait la différence 
des résultats A et B, on donne à cette différence le signe 
du plus grand de ces deux résultats. Or, en changeant les 
signes de tous les termes de la somme, on change les signes 
de A et de B, et par suite le signe que l'on doit donner à 
leur différence, qui est la somme algébrique en question. 

IV. — SOUSTRACTION. 

La soustraction algébrique est une opération qui a pour 
but, étant donnée une somme et Tune de ses parties, de 
trouver l'autre, que l'on appelle reste ou dijférence. 

Théorème. — Pour soustraire une quantité algébrique 
d'une autre, il suffit de l'ajouter à celle-ci en changeant 
son signe. 

En effet, soit à soustraire — 13 de a, par exemple ; je dis 
que le résultat sera « + (3 (les signes de a et (3 sont censés 
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en évidence). D'abord il est facile de vérifier que a -f-(^ 
est tel, que si Ton y ajoute — [3 on retrouve a; en e£Fet, 
a -4- j3 — Pest égalàjS — (3 -f- a, c'est-à-dire ào -f- «ou àa. 
La même vérification se ferait pour d'autres combinaisons 
de signes. 

Il reste à prouver qu'il n'existe pas d'autre nombre que 
a -h (3 = y tel que si l'on y ajoute — /3 on retrouve a ; ce fait 
est facile à établir. En effet, supposant par exemple y po- 
sitif, il n'est pas possible qu'un autre nombre positif 5 
donne 5 — j3 = y — j3, car les différences des valeurs ab- 
solues de cî et j3, de y et j3 ne peuvent être les mêmes si 
cî et y sont tous deux plus grands ou tous deux plus petits 
que j3; s'ils sont l'un plus petit, l'autre plus grand que |3, 
ce seront les signes des résultats qui seront différents. 

On voit de même que a -i- j5 ne saurait être négatif et 
égal à — â, car — 5 — j3 serait plus grand en valeur absolue 
que y — /S. 

V. — KULTIPUGATION ET DIVISION. 

Multiplication. — Multiplier algébriquement une quan- 
tité par une autre, c'est faire le produit de leurs valeurs 
absolues et donner au résultat le signe -I- si elles ont le 
même signe et le signe — si elles sont de signes contraires. 
Les dénominations de multiplicande, multiplicateur, fao- 
teurSy produit s'appliquent à la multiplication algébrique 
comme à la multiplication arithmétique. 

On donne quelquefois la définition de la multiplication 
sous forme de règle, en disant d'une manière abrégée que 

-h multiplié par -I- donne -4- , 

-i- » — » — , 
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C'est en cela que consiste ce que Ton appelle souvent la 
règle des signes; d'après cette règle, on voit, par exemple, 
que — 7 multiplié par -H 4 donne — 28, que — 5 multiplié 
par — 6 donne H- 3o, etc. Lorsqu'une seule lettre désigne 
une quantité avec son signe, on exprime que plusieurs 
quantités doivent être multipliées entre elles en les sépa- 
rant par le signe X, par un point, ou encore en les écri- 
vant sans aucun signe les unes à la suite des autres ; ainsi 

« X ^ X ^5 ct,b,Cj abc 

sont trois notations qui indiquent que l'on doit multiplier 
la quantité a par b et le résultat par c. Quand un des fac- 
teurs est un nombre positif et l'autre une lettre, on ne met 
ordinairement pas de signe entre le multiplicande et le 
multiplicateur. On conçoit que cette convention ne sau- 
rait s'appliquer à plusieurs facteurs numériques d'un même 
produit; en effet, 23, par exemple, offrirait un sens am- 
bigu et représenterait également les deux nombres 6 et 
(204-3). 

Division. — La division algébrique est une opération 
qui a pour but, étant donné un produit de deux facteurs 
appelé dis^idende et l'un de ses facteurs appelé dis^iseur, 
de trouver l'autre appelé quotient. 

Le quotient de deux quantités algébriques est égal au 
quotient de leurs ^valeurs absolues précédé du signe -i- si 
elles ont le même signe et du signe — si elles sont de 
signes contraires. 

Le quotient doit être tel que, multiplié par le diviseur, 
il donne le dividende ; donc sa valeur absolue multipliée 
par la valeur absolue du diviseur doit donner la valeur 
absolue du dividende, donc la valeur absolue du quotient 
doit être le quotient des valeurs absolues du dividende et 
du diviseur. 
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Si le dividende et le diviseur sont de mêmes signes, le 
quotient doit avoir le signe -f-, car, s'il avait le signe — , le 
diviseur multiplié par le quotient donnerait un produit avec 
le signe — si le diviseur était positif et avec le signe -I- si 
le diviseur était négatif, c'est-à-dire en tout cas de signe 
contraire au dividende; le signe -h est au contraire parfai- 
tement admissible. 

On verrait d'une façon analogue que, le dividende et le 
diviseur étant de signes contraires, le quotient doit porter 
le signe — . 

Le quotient de a par b se représente, comme en Arith- 
métique, par Tune des notations 

L ^ 

a:b, y 

Théorème I. — Un produit ne change pas de valeur 
quand on intervertit l'ordre de ses facteurs. 

En effet, ainsi sa valeur absolue ne change pas, car elle 
est égale au produit des valeurs absolues des facteurs ; quant 
au signe, il est en tout cas -f- si les facteurs négatifs sont 
en nombre pair et — dans le cas contraire. En effet, le signe 
des produits partiels successifs change chaque fois que 
Ton rencontre un facteur négatif. 

Théorème II. — Pour multiplier une quantité algé- 
brique par un produit, il suffît de la multiplier succès- 
sis^ement par chaque facteur du produit. (Même démon- 
stration qu'en Arithmétique.) 

Coj'ollaire, — Le produit abcdef peut s'écrire à vo- 
lonté 

ah ( cde]f, [ah] c [def), ac ( bdef], .... 
Théorème III. — Lorsque l'on multiplie le dii^idende 
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d'une division par une certaine quantité y te quotient est 
mukiplié par cette quantité. 

En effet, soient D le dividende, d le diviseur et q le 
quotient, on a 

en multipliant par m les deux membres de cette égalité, on 

trouve 

Dw = dqm. 

Cette égalité montre que d multiplié par qm reproduit D m ; 
donc qm est le quotient de Dm par d\ donc, etc. 

c. Q. F. D. 

Théorème IV. — Lorsque l'on multiplie le diviseur 
par un certain nombre, le quotient est dii^isé par ce 
nombre. 

En effet, en conservant la même notation que tout à 
l'heure, l'égalité 

peut s'écrire 

m 



' En effet, ~ est une quantité qui multipliée par m re- 

produit q ; donc, multipliée par dm, elle reproduira dq ; 

donc enfin D est le produit de deux facteurs dm et — » ce 

^ m 

qui revient à dire que — est le quotient de D divisé par rf/n. 



Théorème V. — Lorsque l'on multiplie le dividende et 
le diviseur par une même quantité, le quotient ne change 
pas. 

En effet, en conservant toujours les mêmes notations, 
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1» 



S' 



on a 

"ù z=:dq et D W = c?77?^, 



tj ce qui démontre que (/ est aussi bien le quotient de D di- 

jl visé par d que le quotient de Dm divisé par dm, 

i; C. Q. F. D. 



Théob.ème VI. — Pour diviser un produit par l'un de 
ses facteurs, il suffit de supprimer ce facteur. 

r • 

> 

j En effet, le résultat ainsi obtenu est tel, que, multiplié 

j par le facteur en question, il redevient égal au produit 

proposé. 

t 

Théorème VII. — i® Quand on dii^ise le dividende par 
I une certaine quantité, le quotient est divisé par cette quan- 

tité; 2° quand on divise le diviseur par une certaine quan- 
titéy le quotient est multiplié par cette quantité; 3*^ enfin^ 
! quand on divise le dii^idende et le dii^iseur par une même 

. quantité, le quotient ne change pas. 



Ces principes deviennent évidents si l'on observe que 
diviser par m une quantité, c'est la multiplier par — • En 
effet, en désignant par A une quantité quelconque, si l'on 
multiplie le produit A X — par m, on a 

A X — X /^^ = ~ X w X A. 
m m 

Or — Xm est évidemment égal à i , car, par définition 

même, — est un nombre qui multiplié par m donne i ; on 
a donc 

Ax —X m~A. 
m 
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Ainsi le produit de A par — » multiplié par m, donne A; 
donc A X — est le quotient de A divisé par m, 

c. Q. F. D. 

Théorème VIII. — Pour dwiser une quantité par un 
produit, il suffit de la diviser successivement par chacun 
des facteurs du produit. 

En effet, proposons-nous de diviser A par abcd. Divi- 
sons A par a, soit q le quotient; divisons q par b, soit q' 
le quotient; divisons q' par c, soit ^" le nouveau quo- 
tient; enfin soit /'' le quotient de la division de (f^ par d, 
on aura 

A m aq, q zzz hq\ q' z=z cq" ^ q" zz=i dq"\ 

En multipliant membre à membre ces égalités, on a 

kqq'q"—abcdqq'q"q"'', 

et, en divisant par q, par q[ et par 9^' les deux membres de 
cette égalité, on a 

Kzz^^abcdq'^, 

ce qui prouve que q"' est le quotient de la division de A 
par abcd. 



EXERaCES ET NOTES. 

Nous ne proposerons pas d'Exercices sur le Chapitre que l'on vient 
de lire; nous nous bornerons à donner ici, 500^ toutes résenfes, quel- 
ques notions historiques sur les commencements de l'Algèbre. 

L'histoire de la partie élémentaire des Mathématiques est très-difficile 
à faire, à cause de la rareté des vieux livres, de la difficulté que 
présente leur lecture et du temps qu'exige cette lecture ; peu d'érudits 
se sont livrés à cette branche ardue des connaissances humaines; aussi 
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est-ce sous toutes réserves qoe nous allons donner les documents sui- 
vants, en nous appuyant de l'autorité d*un homme très-érudit et 
considéré comme compétent. 
D'après Olry Terquem [Bulletin des Sciences mathématiques) : 
La première apparition des signes + et — a Ueu dans un 'Ouvrage 
intitulé : Die cosz Christorfs Rudolf s, mit schônen Exempeln der cosz 
durch Michael Stieffel, gebessert und sehrgemehrt iSyi. — Le signe 

^ est employé dans cet Ouvrage. 

Les signes +, — sont dus à Rudolf (1624 ). 

Le signe = est dû à Robert Recorde (iSSy) (Descartes se servait du 
signe V et Rndolph du point). 

Les lettres pour représenter les nombres ont été imaginées par 
Viète (i54o à i6o3), mais Yiète n'employait que les majuscules; les 
minuscules sont de Thomas Harriot. Harriot a aussi imaginé les 
signes >,<. 

Les parenthèses et les crochets sont dus à Albert Girard. 

Le point comme signe de multiplication est de Leibnitz, ainsi que le 
signe :. 

La barre de fraction se trouve dans Léonard de Kse, Fibonacci ; 
elle est probablement due aux Hindous. 

Le signe x est de Oughtred [Clavis mathematica, i63i). Michel 
Stieffel n'emploie aucun signe; pour lui, ab équivaut kaxb (i544)- 

La règle des signes est indiquée dans Diophante, qui emploie quel- 
quefois le ^ renversé comme signe d'addition. 
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CHAPITRE IL 

DES POLYNOMES. 



I. — PRÉLIMINAIRES. 

On appelle monôme ou terme une quantité prise iso- 
lément, ou un ensemble de quantités qui, dans une for- 
mule, ne sont liées entre elles par aucun des signes -h 

ah ^ 

ou — ; amsi 2 — est un monôme. 

c 

On appelle poljnôm.e une quantité composée de plu- 
sieurs termes séparés par les signes -h ou — ; ainsi 
ab — c -h de est un polynôme. Les polynômes se divisent 
en binômes, trinômes, . . . , selon qu'ils ont deux, trois, . . . 
termes. 

On a déjà défini en Arithmétique ce que l'on appelait 
puissance d'un nombre; en Algèbre on appelle, comme en 
Arithmétique, puissance ti**"® d'une quantité le produit 
de n quantités égales à celle-ci; la deuxième puissance 
d'une quantité s'appelle aussi carré de cette quantité, la 
troisième cube. 

Pour indiquer d'une manière abrégée la puissance n}^°^^ 
de la quantité a, on écrit le nombre n au-dessus de a, 
ainsi : a'* ; le nombre n ainsi placé porte le nom d^expo- 
sant[*). On convient en outre de regarder a® comme égal 
à I , en sorte que la puissance o d'une quantité quelconque 



( *) Les exposants ont été imaginés par Julienne de la Roche en iSao. 
L. - Traicé d* Algèbre, 2 
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est égale à i . Cette convention peut paraître inutile, mais 
on verra plus loin qu'elle permet souvent de simplifier 
le langage; elle est d'ailleurs logique, a^ indiquant que 
a a été pris zéro fois comme facteur, c'est-à-dire n'entre 
pas comme facteur dans le produit où il est écrit; a^ doit 
donc être considéré comme équivalant à un. 

On appelle coefficient d'une quantité dans un terme 
l'ensemble des facteurs de ce terme qui n'entrent pas dans 
la quantité en question; ainsi, dans le terme 3 ai, 3a est 

le coefficient de &, 3 est le coefficient de ah. Dans i -» 

a 

2 est le coefficient de -> - est le coefficient de J, . . • . 

a a 

On appelle termes semblables ceux qui ne diffèrent que 
par leurs coefficients. On voit par là que la similitude de 
deux termes est une chose tout à fait relative et dépend 
des quantités que l'on considère comme coefficients ; ainsi 
lab et Zab sont termes semblables si l'on considère 2 et 3 
comme coefficients, nà^b el ^ab ne sont plus semblables 
si l'on ne considère comme coefficients que les facteurs 
numériques; mais ils le sont encore si l'on considère ^a^ 
comme coefficient du premier terme et 4 comme coefficient 
du second. 

Nous verrons plus loin que la considération des termes 
semblables permet de simplifier considérablement le calcul 
algébrique. 



n, — ADDmOH ET SOUSTRACTION DES POLYNOMES. 

Proposons-nous d'additionner les deux polynômes 

et 
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le résultat cherché est 

Mais, pour ajouter la somme Qàa + i — c-^ dy il suffit 
d'ajouter à cette quantité successivement chacune des par- 
ties de Q (p. 8) ; on a donc 

P -h (1=: a -h b — c -h d -h g — h -^ k — i, 

C. Q. F. D. 

D'où l'on voit que, pour ajouter ensemble deux poly- 
nômes, il suffit de les écrire l'un à la. suite de l'autre sans 
changer les signes de leurs termes. 

Cette règle s'applique évidemment à plus de deux poly- 
nômes. 

Proposons-nous maintenant de retrancher le polynôme 
Q du polynôme P. 

Retrancher Q de P revient à ajouter à P le polynôme Q 
changé de signe ; la question est donc ramenée à celle-ci : 
changer le signe du polynôme Q. Pour y parvenir, je dis 
qu'il suffit de changer les signes de chacun de ses termes. 
En effet, pour trouver la valeur d'un polynôme, il faut 
ajouter les termes de même signe, retrancher la phis petite 
des sommes ainsi obtenues de la plus grande, et donner 
au résultat le signe de la plus grande. Si l'on change alors 
les signes des termes du polynôme, les sommes qu'il faut 
retrancher l'une de l'autre pour obtenir la valeur du poly- 
nôme changent de signe ; la plug grande de ces deux sommes 
en particulier change de signe, et par suite le polynôme 
lui-même, qui est de même signe que cette dernière somme. 

Ceci posé, on voit que, pour retrancher Q de P, il suf- 
fira d'ajouter àV le polynôme Q, dans lequel on aura eu 
soin de changer les signes de tous les termes; ou, ce qui 
revient au même : 

Pour retrancher un polynôme d'un autre, il suffit 

2. 
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d'écrire à la suite de celui-ci chacun des termes du 
'polynôme à soustraire changé de signe. 

Il est inutile d'ajouter que ces règles bien simples s'ap- 
pliquent encore au cas où l'un des polynômes considérés se 
réduirait à un monôme. 



m. — MULTIPUCATIOH DES P0LTN0ME8. 

Proposons-nous d'abord de multiplier un polynôme 

par un monôme m, 

i^ Supposons d'abord P et m positifs, «, h, Cj d et m 

commensurables ; m sera une fraction que nous pouvons 

3 
supposer égale à y ; alors la question est ramenée à prendre 

3 . . 

les j de P. Or, si l'on ajoute quatre polynômes égaux au 

suivant 

^ a h c d 

on retrouve P, en vertu des règles de l'addition des poly- 
nômes ; donc le polynôme Q est égal à -j • Ajoutons main- 
tenant trois polynômes égaux à Q, le résultat sera égal à 

. P 

trois fois -75 et l'on aura, en vertu des règles de l'addition, 

4 

^3P_3fl Zh 3c Zd 

ou bien 

mP = ma — mh -}- me — mà\ 

d'où l'on voit que, pour multiplier P par m, il suffît de 
multiplier par m chacun de ses termes. 
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a^ Supposons actuellement que, P et m restant toujours 
positifs, a, b, c, d, m puissent prendre des valeurs incom- 
mensurables. Désignons par a', b\ c', d', m' les nombres 
commensurables supérieurs à a, b, c, d, m ayant ces 
nombres pour limites, et par af^^ b^, c/', rf'', mf' les nombres 
commensurables inférieurs ka, b, c^ d, m ayant ces quan- 
tités pour limites. (Si quelqu'un des nombres a, by c, d, m 
était commensurable, a par exemple, il faudrait remplacer 
dans la démonstration a! et a" par a. ) On a évidemment 

ou, en vertu de la règle trouvée tout à l'heure, 

et, a fortiori, ^ 

m'a' — m' h" -^ m! c' -- nf âT 

> mP > ma" — m' b' H- m"c"— m' et. 



(0 . . _ ,,^. 



Or les membres extrêmes de cette inégalité diffèrent tous 
deux de ma — mb -f- me — md d'aussi peu que l'on veut . 
En effet, posons 

IA = m'a' — w"^" -h m'c' — m"d\ 
B = m'' a" — /«' b' -h m" c" — m' d', 
C = ma — mb -^- me — md, 

on aura 

A — C = {m'a' — wfl) -\-[mb — m^b") 

H- [m'c'^ me) -\- {m" d" — md). 

Mais m'a' a pour limite ma, mf^b^ a pour limite mi, etc. ; 
donc les différences entre parenthèses peuvent être rendues 
aussi petites que l'on veut, et la différence A — C par 
suite aussi. On verrait de même que C — Bpeut être pris 
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moindre que toute quantité donnée; mais, en vertu de la 
formule (i), mP reste compris entre A et B, qui diffèrent 
de C d'aussi peu que Ton veut; donCy~ a fortiori, les quan- 
tités fixes mP et G diffèrent l'une de l'autre d'aussi peu 
que l'on veut. Elles sont donc rigoureusement égales, et 

l'on a 

iwP = C, 

ou bien, d'après la formule (2), 

mV ^ ma — mb -f- me — md, 

3° Supposons maintenant P négatif et m positif; si nous 
changeons le signe de P, nous changerons évidemment le 
signe du produit sans changer sa valeur absolue. Or on 
change le signe de P en changeant les signes de chacun de 
ses termes, et 1 on a 

— P = — a -y- h — c-h^; 

— P étant positif, on aura, d'après ce qui vient d'être dé- 
montré, 

m[ — P) ou — mP= — ma -h mb — me -y- tiid; 

et, par conséquent, nous trouvons, comme dans le cas où P 
est positif, en changeant les signes des deux membres, 

mV = ma — mb -t- me — md. 

Il resterait à examiner le cas où P serait positif et m né- 
gatif, et celui où m et P seraient négatifs tous deux; le 
lecteur complétera facilement lui-même la démonstration 
que nous venons de commencer. 

En résumé, pour multiplier un polynôme par un mo- 
nôme, il suffit de multiplier chaque terme du polynôme 
par le monôme, en considérant chaque terme du poly- 
nôme comme ajfecté du signe qui le précède, et en ayant 
soin d' appliquer la règle des signes. 
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Proposons-nous maintenant de faîre le produit des deux 
polynômes 

P = fl — b — c -^ d, 

le résultat cherché sera 

ou, en remplaçant aQ, iQ, cQ, ... par leurs Valeurs 
obtenues en appliquant la règle donnée précédemment, 

am ■+- '^an — ap — ( hm -\- hn — hp] 

— (cw -\- en — <•/?) H- [^dm -^ dn — dp^. 

Lorsque l'on aura effectué les additions et soustractions 
indiquées, on voit que le produit se composera : i? du 
produit de chacun des termes de Q par le premier terme 
de P; 2° du produit changé de signe de chacun des termes 
de Q par le second terme de P, abstraction faite de son 
signe, ou, ce qui revient au même, du produit de chacun 
des termes de Q par le second terme de P, en tenant compte 
de la règle des signes; 3° etc. 

Ainsi donc, pour multiplier entre eux deux polynômes, 
il suffit de multiplier chaque terme du multiplicande par 
chaque term,e du multiplicateur, en tenant compte de la 
règle des signes, et d'ajouter les résultats ainsi obtenus. 

Considérons maintenant plusieurs polynômes P, Q, 
R, S, ... ; si nous voulons en faire le produit, il faudra 
d'abord multiplier P par Q, le résultat par R, et ainsi de 
suite. Or PQ est la somme algébrique des termes obtenus 
en prenant un terme dans P et dans Q de toutes les ma- 
nières possibles, et en faisant leur produit; PQR sera la 
somme des termes obtenus en multipliant de toutes les 
manières possibles un terme de PQ par un terme de R, ou, 
ce qui revient au même, PQR sera la somme des produits 
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a4 

obtenus en prenant pour facteurs un terme dans chacun 
des polynômes PQR de toutes les manières possibles. En 
continuant ce raisonnement sur un plus grand nombre de 
polynômes, on arrive à cette conclusion, qui nous sera 
très-utile : 

Le produit de plusieurs polynômes est la somme des 
produits obtenus en prenant de toutes les manières pos- 
sibles pour facteurs un terme de chacun des polynômes 
en question. 



nr. — SUR auELauEs supuncATioifs aui se pbésehteht 

DAHS LE CALCUL ALCÉBBiaUE. 

Il peut arriver, en faisant une addition, une soustrac- 
tion. ou une multiplication, que certains termes du résultat 
soient semblables ; dans ce cas, le résultat se simplifie. En 
effet, considérons des termes tels que 

si ces termes entrent dans un même polynôme, on peut 
les écrire l'un à côté de l'autre, et Ton aura évidemment 

na^b — Za^b -\- 5a^b = (2 — Z -{- 5]a^b, 

Car, en vertu de la règle donnée pour la multiplication 
des polynômes, le second membre de l'égalité précédente 
est égal au premier ; en sorte que les trois termes con- 
sidérés se réduisent simplement à 4«'^- On conclut de 
là que : 

Règle. — Pour réduire des termes semblables en un 
seul, il suffit d'ajouter leurs coefficients en tenant compte 
des signes, le terme réduit demeurant semblable à ceux 
dont il dérii^e. 

Lorsque l'on multiplie entre eux deux monômes, il peut 
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arriver que ces monômes renferment une même lettre ; 
dans ce cas, le résultat se simplifie. En effet, considérons 
le produit 

si Ton observe que, pour multiplier une quantité par un 
produit, il suffit de la multiplier successivement par cha- 
cun des facteurs de ce produit, le résultat cherché devient 

2 «* X ^ X c» X 4 X «* X ^' X c' X <^, 

ou, en intervertissant l'ordre des facteurs, * 

Mais ce produit ne changera pas si Ton remplace quelques 
facteurs par leur produit; si l'on remplace, par exemple, 
les coefficients 2 et 4 par leur produit 8 ; si l'on remplace 
enfin les facteurs, tels que a*, à^y par leur produit «*"*"^ 
ou «•, qui indique que la lettre a a été prise quatre fois 
plus deux fois comme facteur; en sorte que le résultat final 
sera 

De là on déduit cette règle, appelée règle de la multipli- 
cation des monômes : 

Règle. — Lorsque deux monômes renferment certaines 
lettres en commun^ pour les multiplier entre eux il sujjit 
de faire le produit de leurs coefficients et d'écrire à la 
suite de ce produit les lettres communes affectées chacune 
d'un exposant égal à la somme des exposants dont cette 
lettre est affectée dans les deux facteurs, et les lettres non 
communes. 

Il va sans dire qu'une lettre qui n'a pas d'exposant est 
censée porter l'exposant i, car Texposant est le nombre 
qui indique combien de fois cette lettre est prise comme 
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facteur. On pourrait même ajouter qu'une le tire portant 
l'exposant zéro est égale à i, car l'exposant zéro indique 
que cette lettre n'entre pas comme facteur; en sorte qu'é- 
crire a® à la suite d'un produit, c'est n'y ajouter aucun 
facteur ou le facteur i, ainsi qu'on l'a fait observer (p. 17). 
En s'appuyant sur les règles que nous venons de démon- 
trer, on arrive facilement aux formules suivantes : 

(a -h b) [a -^ b) z= a^ -h ^ab -4- ô*, 

ou 

(rt + bf ^ a^ -{- 7.ab -^ b^, 

(«— bYzzza^ — ^iab-hb^, 

^a-hb){a—b) = a^ — b\ 

L'usage des parenthèses et des exposants placés en haut 
de ces parenthèses a déjà été enseigné en Arithmétique; il 
est donc inutile de l'expliquer ici. Les formules que nous 
venons d'écrire correspondent à des théorèmes qu'il faut 
se rappeler, et qui sont d'un usage continuel en analyse : 

Le carré de la somme ou de la différence de deux quan- 
tités est égal à la somme des carrés de ces quantités, plus 
ou moins leur double produit. 

Le produit d'une somme par une différence de deuao 
termes est égal à la différence des carrés de ces termes. 

Voici encore quelques formules à retenir : 

{a-hbY = a^-\-3aH -[-3ab^ -h h\ 

(a — b)'^—a^ — 3aH -h3ab^ — b\ 

( « H- Z» )^ — a* -f- 4 «' ^'^ -4- 6 «2 ^,2 _j_ ^ ^^3 _|_ ^4 ^ 

et que l'on vérifiera sans peine. 

V. — DIVISION ET FRACTIONS ALfiÉBBiaUES. 

La plupart du temps, en Algèbre, la division ne peut 
que s'indiquer; ainsi il n'existe pas toujours un polynôme 
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quotient de deux autres dans lesquels les lettres conservent 
des valeurs indéterminées. Nous verrons plus loin à quels 
symptômes on reconnaît l'existence d'un polynôme quo- 
lient. 

Quoi qu'il en soit, une division n'étant qu'indiquée, on 
pourra simplifier les écritures en supprimant des facteurs 
communs au dividende et au diviseur lorsqu'il y en aura 

(p. i4). 

On appelle yracïio/z algébrique le quotient non efTectué 
de deux quantités algébriques ; le dividende porte alors le 
nom de numérateur, le diviseur le nom de dénominateur 
de la fraction. 

Théorème I. - — Etant données plusieurs fractions, on 
peut toujours les réduira au même dénominateur, c'est- 
à-dire trouver des fractions égales aux fractions données 
et ayant toutes le même dénominateur. 

En effet, il suffit pour cela de multiplier les deux termes 
de chaque fraction par le produit des dénominateurs des 
autres. Quelquefois l'opération est moins compliquée ; ainsi 

Cl C T 

les fractions -r> v-,? -rr se réduisent au même dénomina- 

t? bel an 

teur en multipliant les deux termes de la première par dli, 

ceux de la deuxième par h, ceux de la troisième par b. 

Théorème II. — Pour ajouter ou retrancher des frac- 
tions, il suffit de les réduire au même dénominateur et 
d^ej^^ctuer, comme en Arithmétique, les opérations sur 
les numérateurs. 

Considérons les fractions —> — 5 -? •••? ayant toutes le 

m m m "' 

dénominateur m; nous avons déjà vu que— était égal à 

aX—» On le vérifie du reste aisément en remarquant 
m * 
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que — et a X — multipliés par m donnent tous deux a ; on 
*■ m m * 

a donc 

abc 1,1 i 

m m m m mm 

ou bien, en considérant a, by c, ... comme coefficients de 

termes semblables relativement au terme — > 

m 

abc , - ,1 a-\'b — c -{-... 

1 [-••• = (aH-^ — C-+-. . . X- = • 

m m m ^ 'm m 

Cette égalité renferme le théorème qu'il s'agissait de dé- 
montrer. 

Théorème III. — Le produit de deux fractions est une 
fraction qui a pour numérateur le produit des numéra- 
teurs et pour dénominateur le produit des dénomina- 
teurs des fractions proposées. 

* » CL c 

En effet, soit à multiplier -par-; une fraction ou quo- 
tient, comme on a'vu (p. i3), est multiplié par un nombre 
quand on multiplie le -dividende par ce nombre, de sorte 
que Ton a 

c 

«X- 
a c d 

et, pour la même raison, 

{-\ 

a c \ d I 

b^d~ b ' 

GC 

mais, pour diviser la fraction --- par b, il suffît de multi- 
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plier par b son dénominateur; de sorte qu'on a finalemenjt 
(p. i3) 

a c ac 

ZX2=bd' C.Q.F.D. 

Corollaire. — S'il s'agissait de plusieurs facteurs, on 
aurait 

ce qui généralise le théorème. . 

Théorème IV. — Le quotient de deux fractions s'ob- 
tient en multipliant la fraction di\fidende par la fraction 
diuiseur renversée. 

En effet, soit à diviser y par -» le quotient est évidem- 
ment 

ad 

Te"" 

Q 

car, si l'on multiplie cette fraction par -> on a 

adc 
bcd 

qui se réduit à ji en divisant ses deux termes par c et par d. 

c. Q. F. D. 

On donne quelquefois aux fractions le nom de rapports 
et à l'égalité de fractions le nom de proportion; les numé- 
rateurs portent alors le nom à^ antécédents ; les dénomina- 
teurs sont les conséquents de la proportion ; enfin le pre- 
mier numérateur et le dernier dénominateur portent le 
nom à^ extrêmes, les deux autres termes portent le nom de 
moyens. 

On appelle quatrième proportionnelle à trois quan- 
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tilés a, b, c une quantité d qui fasse avec celles-ci la 
proportion 



a c 



On appelle moyenne proportionnelle entre deux quan- 
tités a et J (ou encore moyenne géométrique) une quan- 
tité c telle, que Ton ait 



a c 

r — 75 



en multipliant par b et par c les deux membres de cette 
égalité, on trouve 

ab z=z c*. 

On a généralisé la définition précédente et Ton a appelé 

moyenne géométrique entre a, b, c, d, . . , une quantités 

telle, que 

j-^'rr abcd, . ., 

n étant le nombre des facteurs «, i, c, . . . , et l'on a ré- 
servé le nom de moyenne arithmétique à la quantité dé- 
finie par Tégalité 

Lorsque l'on a 

a c 

-c=v 

on dit quelquefois que b est une troisième propoHionnelle 
à a et c. 

Théorème I. — Dans toute proportion, le produit des 
extrêmes est égal au produit des moyens; en d'autres 
termes, de V égalité 

a c 



« 
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on tire 

ad:=i bc. 

Pour cela, il suffit de multiplier par b et d les deux 
membres de l'égalité donnée. 

Théorème II. — L'égalité 

a c 

entraîne les suiv^antes : 

h d a h de 
a c c d b a 

En efiet, la première se déduit de la proposée en divisant 
l'unité par les deux membres de la proposée ; la seconde 
s'obtient en multipliant les deux membres de la proposée 
par h et en les divisant par c; enfin, la dernière s'obtient 
en multipliant les deux termes de la proposée par d et en 
les divisant par a. 

Ces résultats peuvent s'énoncer ainsi : Dans toute pro- 
portion, 1° on peut remplacer les antécédents par les 
conséquents, et vice versa ; 2" on peut alterner les moyens; 
Z^ on peut alterner les extrêmes. 



Théorème III. — Les égalités 



(') 



a a' a'' 



b b' b" 

entraînent la suii^ante : 

a ap -^ a' p' -H a" p" 
'^^ Jbp-^ b'p' -f- b'^p" . ~ ' 

Pj p^y p"j , . . désignant des quantités quelconques. 



. • • 



1 

t 
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i 

I 
I 



li. 



En effet, les égalités (i) peuvent s'écrire 



ap a'p' a"i/' 



\ en désignant par q la valeur commune de toutes ces frac- 

j tions égales, on a 

i 

ap=ihpy<,q^ a'p'=zb'p'X^q, a" p" =U' f yi^q, ...; 



d'où Ton déduit, en ajoutant membre à membre ces éga- 
î lités, 



et, en divisant par hp -h i'//+ ... les deux membres de 
cette dernière formule, 

, , ,. ^ ap -^ a' p' -^ a" p" -\- , . . 
q, cest^-dire - = ^^_-^,-,_^^-,,__ . c. q. ,. b. 

Corollaire. — De l'égalisé 



a a' 



b'" b' 
on déduit en particulier 



a a±a' a±a' h±b* 



ou 



b-bzhb' ^'" a -^ b ' 

on en déduit aussi, en alternant d'abord les moyens, 
a±ib a'±b' . a±b a'±b' 



= r- 5 puis __ . = -7 jjt 

a a * aZxLb a'zxLo' 



• • • • 



Ces formules sont très-utiles et permettent souvent de 
simplifier considérablement les calculs. 
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NOTES ET EXERCICES. 

1. Démontrer que l'on a 

(LÉONARD DE PiSE.) 

2. Démontrer que l'on a 

(a2_H ^ï-f- c«H- rfî) (a'^^b'*'-hc'^- -+- rf'2) = (aa-^ bb'-^cc'-^ dd)^ 

[ab'—ba'—cd'-hdc')^ 

(a&'-cd-^bd'-'db'Y 
[ad'-da'—bc'-^cb'iK 

(EULER.) 

3. On a 

{cb'—bc')^-h[ac'--ca')^-h{ab'—ba')^ 

= (a^ -f- ^2 -h cî ) (a'2 H- b'i -h c'2 ) — (aa'-h bb' -H fc' )l». 

4. On a plus généralement 

( cb' -bc')[ cb"-- bc" )-^(ac' — ca') {ac"-^ ca" ) 
^(bd—ab'){ba'''~-ab') 
= («» -h ^»2 -+- r2 ) [a' a" -h b'b" -h c'c" ) 
^(aa'-^bb'-^cc')[aa''-hbb''-i'cc'). 

5. On a encore 

(cb'— bc')^ -h [ac' — ca'Y -+- [ba' — ab'Y 

^(da--ad'Y^-^(db'-^bd'y--^[dc'-cd'Y 

= ( «ï 4- ^2 _^. c2 -h ^ ) ( «'2 H- ^»'2 -H C'» -4- €/'î) 

— [aa' 4- 6ô' -t- ce' -h éW)2. 

6. Les formules précédentes sont d'un usage fréquent. En voici de 
moins utiles : 

(i -h a -^ b -^ à^ -{- ab -^ b^Y 

= (i-H a)' (« -H ^)' H- (i -h ^)5 ( rtr -+- ^)« H- (i-H fl -+- è — a^)î. 

^ (C.\TALAN.) 

L. — Traité d'Algèbre. 3 
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On a aussi 

(i H-a -^ b -h a* -h ab -^ 6*)^ 
= a*(a -h b -h i)^ -i- b* (a-h b -i- lY -^ (a -h b -^ i)* -^ (a -¥- b -h ab)'. 

( Neuberg.) 

7. Note sur les inégalités. — On peut toujours ajouter ou retrancher 
aux deux membres d'une inégalité une môme quantité, mais on n'a pas 
toujours le droit de multiplier les deux membres par une même quan- 
tité ; en effet, si cette quantité est négative, il est clair que l'on ren- 
verse le sens de l'inégalité. 

On peut toujours ajouter des inégalités de même sens membre à 
membre, mais on ne peut pas les retrancher l'une de l'autre en géné- 
ral. Ces préceptes sont des affaires de bon sens, et il suffit de les 
énoncer. 

8. Prouver que a* ■+- b^^9.ab, a^ -^ b^ -h c*^ ab -\- bc -h ac, 

abc^(b -i- c — a)(c-h a — b){fi-^ b — c). 

9. On appelle moyenne arithmétique des n quantités âr, ^, c, . . . . /la 

quantité 

fl-f- ^-f-c-f- ... -4-/ 

la quantité ^a-hb-hc-^ ,,.-i-l est leur moyenne géométrique , la 
quantité -"("■"+"T"+"---~^~7) ®st leur moyenne harmonique. 

Cela posé, montrer que la moyenne arithmétique, la moyenne géo~ 
métrique et la moyenne harmonique de plusieurs quantités sont com- 
prises entre la plus grande et la plus petite d'entre elles. 

dO. En général, on appelle moyenne de plusieurs quantités une 
quantité comprise entre la plus grande et la plus petite d'entre elles. 
Ceci posé, prouver que 

b-^b'-hb' 



a a' a" 



est une moyenne entre ti tjj -p^ •••• 
11. On a 



fl« b^ c* 

H- , <-, T\ = 1 . 



(fl-A)(fl-c) (b — a)(b^c) (C'-a)(c'-b) 



12. On a 
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bc ca ab 

H- ; 7-, T\ = O. 



d3. On a 



a 



I . I 1 



a — b b — c c — a 
44. Prouver que 

/î désignant le nombre des quantités x, /, z, . . . , /. On a aussi 

(Généraliser.) 
15. X, j, 2 étant plus grands que zéro, prouver que 

[x -f.j-}- z)3>3(j^_ z) [z -f- x) (x-hy). 



3. 
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CHAPITRE m. 

DES POLYNOMES ENTIERS. 



I. — DÉFmiTioirs. 

On appelle polynôme entier en x un polynôme dont 
les différents termes sont les produits de quantités indé- 
pendantes de X par les puissances o, 1,2, ... de a: : 

est un polynôme entier en x. 

Un polynôme peut être entier par rapport à plusieurs 
lettres a^ by c, x, . . . . Ces lettres sont alors les variables 
du polynôme. 

Un polynôme entier s'appelle aussi une fonction entière 
de ses variables. 

On dit qu'un polynôme est ordonné par rapport aux 
puissances croissantes ou décroissantes d'une même lettre 
lorsque les exposants de cette lettre y vont en croissant 
ou en décroissant depuis le premier terme jusqu'au der- 
nier. 

On appelle degré d'un terme par rapport à des lettres 
déterminées la somme des exposants dont ces lettres sont 
affectées dans ce terme; ainsi 3a-i est du troisième degré 
par rapport k a elb, du deuxième degré par rapport à a 
seul, et du premier par rapport à b seul. 

On appelle degré d'un polynôme le degré de celui de 
ses termes dans lequel la somme des exposants des lettres 
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par rapport auxquelles on compte le degré est la plus 
grande. 

Un polynôme est dit homogène par rapport à plusieurs 
lettres lorsque tous ses termes sont de même degré. 

Il est clair que la somme et la différence de deux poly- 
nômes homogènes de même degré sont des polynômes ho- 
mogènes. 

Le produit de deux polynômes homogènes est encore 
un polynôme homogène dont le degré est égal à la somme 
des degrés des facteurs. 

Cette remarque est d'une grande utilité dans le calcul 
et permet de vérifier à chaque instant les fautes que l'on 
peut faire en omettant des lettres ou des exposants : on a 
très-souvent l'occasion de calculer sur des polynômes ho- 
mogènes ; il faut profiter de cette circonstance toutes les 
fois qu'on le peut et vérifier que les formules que l'on ob- 
tient par multiplication de polynômes homogènes restent 
homogènes. 

Un polynôme du premier degré s'appelle aussi fonction 
linéaire. 



n. — MULTIPUGATION DES POLTHOHES ENTIERS. 

Toutes les fois que l'on peut ordonner un polynôme, il 
faut le faire ; la symétrie qui en résulte guide beaucoup 
dans les calculs, et surtout lorsqu'il s'agit de faire le pro- 
duit de deux polynômes. 

Considérons, par exemple, les deux polynômes ordonnés 

P == I -h 2^ -f- 3.ï:* -f- 4-^' -f- 5.r*, 

et cherchons leur produit; nous suivrons la règle géné- 
rale, mais nous écrirons sur une première ligne horizon- 
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taie le produit du polynôme P par le premier terme 2 
de Q; nous obtiendrons ainsi un premier produit partiel 
ordonné ; multiplions ensuite le polynôme P par le second 
terme — 3a: de Q, nous obtiendrons un second produit 
partiel ordonné ; nous l'écrirons au-dessous du premier, de 
telle sorte que les termes de même degré se correspondent 
dans une même colonne verticale, et ainsi de suite : la 
réduction des termes semblables porte alors sur les termes 
inscrits dans une même colonne verticale. 
On dispose le calcul ainsi qu'il suit : 



2.r 



3x' 



Sx' 



2 — 3ar H- 4'^' — 5x^ 



4 
3 



.r-f-6 


a:^-h8 


.r' -+- 10 


.7-* 




6 


-9 


— 12 


-~i5 


x^ 


+ 4 


+ 8 


+ 12 


-f-16 


-h 20 




5 


— 10 


. i5 


— 20 



— i5 x' 



2 



-h 4 X^ -h 2, .T^ 



— 14 ^^ 



2.5 X^ y 



en évitant de répéter la partie commune aux divers termes 
semblables. 

La disposition de calcul que nous avons adoptée est 
surtout avantageuse lorsque les coefficients de la lettre 
ordonnatrice sont eux-mêmes des polynômes. 

Remarque. — Lorsque le multiplicande, le multiplica- 
teur et le produit sont ordonnés de la même manière par 
rapport à la même lettre, le premier et le dernier terme 
du produit sont égaux respectivement aux produits des 
premiers et des derniers termes des polynômes facteurs . 

En effet, supposons les polynômes ordonnés par rap- 
port aux puissances décroissantes de x ; les premiers 
termes des facteurs sont les termes de degré le plus élevé, 
leur produit est un terme du produit total, et il est bien 
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évident qu'il est de degré plus élevé que tout autre terme 
du produit total; par conséquent, il ne se réduira avec 
aucun d'eux et sera le premier terme du produit total. On 
verrait de même que le produit des derniers termes des 
facteurs est le dernier terme du produit total. 

m. — PROPBIÉTÉ8 DES POLTHOIEES EHTIER8. 

Deux polynômes entiers en x sont dits identiques quand 
ils sont égaux, quelle que soit la valeur attribuée kx. Si 
deux polynômes contiennent plusieurs variables, ils peu- 
vent être identiques par rapport à certaines variables et 
ne pas l'être relativement à d'autres ; ainsi deux polynômes 
en X et a peuvent être égaux pour a = i et a == 2, quel que 
soit X ; ils sont alors dits identiques par rapport à x quand 
a:= 1 et quand a=i 2, 

D'après la méthode que nous avons exposée au para- 
graphe précédent pour faire le produit de deux polynômes, 
on voit que ce produit est identiquement égal au multipli- 
cande multiplié par le multiplicateur, c'est-à-dire quel que 
soit X. 

Dorénavant nous dirons qu'un polynôme entier en a: est 
la somme, la différence, le produit, le quotient de deux 
autres quand il sera effectivement la somme, la différence, 
le produit ou le quotient de ces deux polynômes identi- 
quement, c'est-à-dire quelle que soit la valeur attribuée 
à X. 

Ainsi on a, quel que soit x, 

[x -h i) [j^ — i) = ji^^ — i; 

alors X- — I est le produit de x -{- 1 par x — i , x — i est 
le quotient de x^ — i par x -i-i, etc. 

Mais X- 4-20: — I n'est pas le produit de a: -+- 1 par x — i, 
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bien que pour j: = o, par exemple, on ait 

(.r-h i) [x — l) z=x*-h 7.x — I, 

parce que cette égalité n'a pas lieu quel que soit x : elle 
n'a pas lieu, en effet, pour x=i. 

Un polynôme A entier en x est dwisible par un autre B 
quand ils ont un quotient entier en x. En d'autres termes : 

Un polynôme entier A en x est divisible par un autre B 
quand il existe un polynôme Q tel, que l'on ait identique- 
ment, c'est-à-dire quel que soit x, 

A =1 BQ. 

Théorème I. — x^ — à^ est diy^isible par x — a. 

En effet, il est facile de constater que l'on a identique- 
ment 

Pour le vérifier, il suffit d'effectuer la multiplication indi- 
quée dans le second membre de cette formule; les pro- 
duits de a:"*""^ -h ax^~^ -h ... 4- à^"^ par x et par — a 
sont 

et 

en les ajoutant et en observant que tous les termes se dé- 
truisent deux à deux, à l'exception des termes extrêmes, 
on trouve bien x^ — a^. 

Cette proposition, à la forme de son énoncé près, était 
connue d'Archimède, c'est-à-dire bien longtemps avant 
l'invention de T Algèbre ; elle a des applications nom- 
breuses, et la formule (i) est à retenir. 

Théorème II. — Si un polynôme P entier en x en divise 
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d'autres A, B, C, , . . ^ et si les quotients de A, B, C, . . . 
par P sont A', B', C, . . . , P dis^isera aussi 



a, b, c, . . . désignant des polynômes entiers en x ou des 
quantités indépendantes de x. Le quotient sera 

ak! -^h^' -{-cC -f- 

C'est ce que Ton vérifie en multipliant ce dernier poly- 
nôme par P; on obtient en effet ainsi, quel que soit x, 

«A'P-f-^B'P-f-cC'PH-..., 

en observant que, A', B', G', ... étant les quotients de 

A, B, C, . . . par P, on a A'P = A, B'P = B, Cette 

expression devient précisément 

«A -f- ^B -4-cC -t-. . . ; 

doncaA'-l-èB'-l-. . .estbienle quotientdeaA-hèB-f-. . . 
par P. 

Théorème III. — Si le polynôme P entier en x s"* an- 
nule pour a: = a, il est divisible par x — a, et, si m est le 
degî'é de P, on pourra toujours effectuer le quotient de P 
par X — a, de telle sorte que ce quotient soit de degré 
m — I. 

En effet, soit 

P = Ao H- Ai^ + As-^'^ -h . . . -f- A„i.r'", 

Ao, A|, ..., Km désignant des quantités indépendantes 
de X, Puisque P est nul pour a: = a, on aura 

o=:Ao-f- Ajfl M- Agrt^-h . . . -f- A,„«"'; 
retranchant cette égalité de la précédente, on a 
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X — a, X- — a-, . . . sont divisibles parx — a(lhéorèmel), 
et les quotients sont i , x -f- a, x- -I- ax -f- a^, . . . . Donc, 
en vertu du théorème précédent, P sera divisible par j? — a 
et le quotient pourra se mettre sous la forme 

AjH- Ag (:r-|-c) + A3 (.r*-|-«.r-+-rt'-) -h . . . 

+A,;, (a:'"-ïH-flx'«-« -|- . . . -4-/7»'-') 
OU encore 

A, -h Aort 4- Ajfl- -H . . . -4- A,rt <-/'"-* 
H-(A2 + A3Û-f-A4r/*H- . .. -f. A,„^'"-^).r 



-1- 



~f~ A». .^ < 



Le quotient /courra donc bien se mettre, quel que soit j*, 
sous la forme d'un polynôme de degré m — i . c. q. f. d. 

La démonstration précédente est de Lagrange ( Traité 
des équations numériques, Note II). 

Théorème IV. — Un polynôme en x du degré m ne 
peut s'annuler pour plus de m valeurs de x, à moins 
d'être identiquement nul. 

En effet, soit P un polynôme en x du degré m. Si ce 
polynôme s'annule pour a: = «i , nous venons de voir qu'il 
était divisible par x — «< , et que l'on pouvait poser 

Qi désignant ici un polynôme du degré m — i. Si l'on 
suppose alors que P s'annule encore pour j? = «2 > îl en 
sera de même de son égal Qi [x — a< ) ; mais, si «2 est dif- 
férent de ai,x — Ui ne sera pas nul pour x = a2y et le 
produit Qi [x — a^) ne pourra s'annuler que si Q, = o. 
Qi, s'annulant pour a: = «2» sera divisible par x — «2» ^^ 
l'on pourra poser 
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Q, désignant ici un polynôme de degré m — a. Supposons 
que P s'annule encore pour a: = «3, on démontrera, 
comme tout à l'heure, que Q< s'annule aussi pour x = a^ 
et, en vertu de l'égalité précédente, que Q2 s'annule éga- 
lement pour j: = «3 . On pourra donc poser 

Qs désignant un polynôme de degré m — 3. En conti- 
nuant ainsi, on finira par obtenir une formule telle que 

dans laquelle Q^ désigne une quantité indépendante de Xy 
ou, comme on dit quelquefois, du degré zéro. 

Si l'on multiplie membre à membre toutes les égalités 
que nous venons d'écrire, on trouve 

ou bien, en supprimant le facteur Q^Qa.-.Qw-i aux 
deux membres de cette égalité, 

et il est bien clair que le polynôme P ne peut plus s'an- 
nuler pour aucune valeur de x différente de a< , «2, as, ... , 
ajnj à moins que Q^ ne soit nul, auquel cas P serait con- 
stamment nul, quelle que soit la valeur attribuée à x, ce 
que l'on exprime en disant que P est identiquement nul. 
Cette démonstration repose, comme on voit, sur ce que 
la quantité Q,» ne contient pas x, et, par conséquent, ne 
peut devenir nulle pour aucune valeur de x, à moins d'être 
toujours nulle. 

Théorème V. — Un polynôme identiquement nul, ou, 
d'après le théorème précédent, un polynôme qui s annule 
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pour un nombre de valeurs de sa variable supérieur à 
son degré, a ses coefficients nuls. 

En effet, soit 

le polynôme en question; ce polynôme, étant nul quel que 
soit X, sera nul pour x = o. Or, si l'on y fait a: = o, ce 
polynôme se réduit à Ao ; donc Ao est nul. On a donc sim- 
plement 

Mais, P étant nul quel que soit x, 

P 



m— 1 



— = Aj •+- AjO: -f- . . . -4- A;,t.r 

«era encore nul pour toutes les valeurs de x, excepté 
peut-être pour x == o. Mais il est nul pour un nombre de 
valeurs de x supérieur à son degré, qui est m — i ; donc 
il est certainement nul pour j: = <). On en conclut que 
A| =o, et ainsi de suite; donc enfin le polynôme P a tous 
ses coefficients égaux à zéro. c. q. f. d. 

Théorème V. — Lorsque deux polynômes P, Q entiers 
en X sont égaux pour plus de m valeurs de x, m dési- 
gnant le degré de celui de ces polynômes qui a le degré 
le plus éles^é, ces polynômes sont identiquement égaux, 
c'est-à-dire quHls sont toujours égaux et que les coeffi* 
cients des mêmes puissances de x sont égaux. 

En effet, soient 

P = Ao -4- Ajo; -4- Aj.r^ 4- ... H- A,;,.r''S 
Q = Bo -H Bja; -f- Bj-r^ H- . . . H- B^.a:'^ 

les deux polynômes en question ; le polynôme 

P — Q=:(Ao— Bo)-f-(Ai— Bi).7:H-(A2 — Bj).r2 + ... 
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est du degré m au plus. Or, P étant égal à Q pour plus de 
m valeurs de Xj leur différence P — Q s'annule pour plus 
de m valeurs de x, et Ton a 

Ao — Bo = o, . . . , A„ — B,^ = 0, A„4.i = 0, . . . , kfn = Oy 
ou 
Ao=Bo, AjzzzBj, ..., A,t=B;j, A,j_|_i = o, ..., A,„:=:o, 

ce qui revient à dire que les polynômes sont identiques et 
de même degré. 

Remarque I. — Si les polynômes P et Q étaient égaux 
pour m valeurs de x et si Ton avait A;;î= B;,^, la diffé- 
rence P — Q serait de degré m — i, et Ton aurait encore 
P — Q nul pour plus de w — i valeurs de x ; donc 

Aq ^= Dq, • • • 9 -^m—l ^^^ B,„_i. 

17. — GOROLLAIBES. 

Les corollaires que nous allons énoncer sont tellement 
importants, que nous avons voulu éveiller l'attention du 
lecteur en les plaçant dans un paragraphe spécial. 

Corollaire I. — L'addition, la soustraction, la multi-, 
pUcation et la div^ision des polynômes ( quand elle est pos- 
sible) ne peus^ent se faire que d'une seule manière, quand 
on 'veut le résultat sous forme de polynôme entier. 

Ainsi, par exemple, le produit de deux polynômes ne 
pourra pas se faire de deux manières différentes, car les 
résultats, devant être égaux quel que soit x, devront avoir 
leurs coefficients égaux. 

Corollaire II. — Deux polynômes entiers en x^y^ z^,.,y 



». 
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un monôme, il faut indiquer la division et supprimer 
tous les facteurs communs apparents; si, par exemple, 
une même lettre entre au dii^idende et au diviseur, elle 
doit disparaître dans celui de ces deux termes oii elle 
entre avec le moindre exposant, et dans l'autre terme son 
exposant doit diminuer d'autant d'unités qu'il y en avait 
dans l'exposant correspondant au premier terme. 
Ceci posé, proposons-nous de diviser le polynôme 



P z= a:^ — 5.r* 4- 1 0.r' — I Ox* 



• J? 



a^ 



par le polynôme 



Q=x3— 3/r'-h3a:— I. 



Ces deux polynômes sont entiers en x ; nous supposerons P 
divisible par Q, nous appellerons V le quotient, et nous 
supposerons ce quotient entier et ordonné comme P et Q; 
P sera le produit de V par Q ; donc, en vertu d'une re- 
marque faite (p. 38), le premier terme de P sera le produit 
du premier terme de V par le premier terme de Q, donc 
le premier terme de V sera le quotient du premier terme 
de P par le premier de Q ou x^ : x^, c'est-à-dire x- : 



P— j:5 — 5x* 



lO .£•' — I oar -i- 5 X 
3 .r» -h X* 



— I 



x^ — 3 X* 4- 3 .r — 


-I Q. 


U7* — 2 o: -i- I 


V. 



— 2..r-'*-f- 


7-'- 


Q-r'-f-S./- — I 


-h 9. .r* — 


6x3 + 


6.r* — 2.r 


-h 


X^ 


3.c^ + 3.r— I 


— 


.r'-4- 


3.r* — 3.r-|- I 



o 



o 



Si alors du polynôme P on retranche le produit a:^ X Q 
(que nous avons écrit changé de signe immédiatement 
au-dessous du polynôme P), le reste (qui se trouve inscrit 
au-dessous du produit a:-Q changé de signe) ne contien- 
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dra plus que le produit des termes du premier degré et 
du terme indépendant de x dans V par le diviseur Q ; en 
raisonnant sur ce reste comme sur le polynôme P, on est 
conduit à diviser son premier terme par jc', et ainsi de 
suite. On déduit de là cette règle : 

Règle. — Pour diviser deux polynômes entiers et 
ordonnés de la même manière l'un par Vautre : i° diviser 
le premier terme du dividende par le premier terme du 
diviseur; le quotient ainsi trouvé est le premier terme 
du quotient total; 2° du dividende total retrancher le 
produit du diviseur par le premier terme du quotient; on 
obtient ainsi un premier reste sur lequel on opère comme 
sur le dividende total; on obtient alors le deuxième terme 
du quotient, et ainsi de suite. 

On abrège quelquefois les calculs. D'abord on peut 
remarquer qu'il est inutile d'écrire complètement les restes 
partiels; on peut se contenter d'abaisser le seul terme 
dont on va avoir besoin ; enfin on peut éviter aussi d'écrire 
les produits du diviseur par chaque terme du quotient, et 
faire les soustractions de tête ainsi qu'il suit. 

Je reprends l'exemple précédent; j'ai trouvé x^ pour 
premier terme du quotient, je multiplie alors le diviseur 
par a:', et je m'exprime ainsi : -f- x- par H- x^ donne -f- x^, 
et, pour retrancher, — x^] ce terme détruit le terme x^ du 
dividende ; -i- x^ par — 3 x^ donne — 3 a:*, et, pour retran- 
cher, -f- 3 a:* ; ce terme se réduit avec le terme — Sx* du 
dividende et donne — 2X*, et ainsi de suite. 

Nous avons supposé que le quotient était un polynôme 
entier en x; s'il n'en était pas ainsi, en suivant le procédé 
que nous venons d'indiquer, l'opération ne se terminerait 
pas ; c'est-à-dire qu'en retranchant du dernier reste le pro- 
duit du diviseur par le terme du quotient indépendant 
de X, au lieu de trouver zéro, on trouverait un polynôme 

L. — Algèbre, I. 4 
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de degré inférieur au diviseur. En désignant par R ce 
polynôme, on aurait évidemment 

P = VQ H- R, 

car P se compose identiquement de la somme des produits 
de chacun des termes de V par Q, augmentée de R. 

De là on conclut évidemment que, si le polynôme P 
n'est pas divisible par Q, la suite des calculs le montrera, 
puisque Ton devra être conduit à l'opération qui con- 
sisterait à diviser un terme du polynôme R par un terme 
de degré plus élevé que lui : le polynôme R auquel on 
est ainsi ramené porte le nom de reste de la division de 
P par Q. 

Cette remarque nous permet de généraliser la définition 
de la division des polynômes, et nous dirons que : 

Diviser un polynôme P par un polynôme Q, c'est dé- 
composer le polynôme dividende P en deux parties, dont 
l'une VQ soit le produit du diviseur Q par un poly- 
nôme V appelé quotient, et dont Vautre partie soit un 
polynôme R de degré inférieur au diviseur. 

Il est facile de démontrer que la division ne peut se 
faire que d'une seule manière, et qu'il n'est pas possible 
de trouver pour V et R des valeurs différentes de celles 
que l'on a trouvées par la méthode précédente. Supposons, 
en effet, que l'on puisse trouver par des procédés diffé- 
rents, R et R' étant de degrés inférieurs à Q, 

Pr=VQH-R et P:=:V'Q-^R'; 

on en conclurait 

VQ-f-R = V'Q-hR' 
ou 

(V — V')Q~R'~R, 
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identité impossible, puisque (V — V')Q est au moins de 
même degré que Q, tandis que R' — R est de degré infé- 
rieur à Q, à moins que Ton n'ait V — V'= o, et par suite 
R = R'. 

Théorème. — Le reste de la dis^ision d'un polynôme 
par X — a est égal au résultat obtenu en remplaçant dans 
ce polynôme x par a. 

En effet, soit P un polynôme entier en x^ divisons-le 
par X — a, soit Q le quotient, R le reste ; on aura 

Cette formule ayant lieu quel que soit Xy on peut y faire 
X = a; on a alors, en observant que x — a est nul, 

P = R. 

Or, le reste R est de degré inférieur k x — a; il ne con- 
tient donc pas Xy et, par suite, il est égal à P quand x = a ; 
en d'autres termes, R est égal à la valeur que prend P pour 
X = a. c. Q. F. D. 

Corollaire I. — Le reste de la division de x"^ — a'" 
par X — a est a"* — a^ ou zéro; x"^ — a'" est donc divi- 
sible par X — a, ce que l'on savait. 

Corollaire II. — a:'" -+- a^ est divisible par x-^- a quand 
m est impair, ce dont on s'assure en changeant a en — a. 

Corollaire IIL — x"* — a^ est divisible par x -\- a 
quand m est pair. 

Corollaire IV. — Le reste de la division d'un polynôme 
par x^-^i s'obtient en remplaçant x- par — i dans ce 
polynôme, etc. 

4. 



52 TRAITÉ d'algèbre. 

VI. ~ BEKABaUES BELATIVES A LA THÉOBŒ DE LA DIVISIOlf. 

Première remarque, — Nous avons montré comment on 
pouvait trouver Je quotient de deux polynômes, en l'or- 
donnant suivant les puissances décroissantes de la variable ; 
mais il est clair qu'on aurait pu l'ordonner par rapport aux 
puissances croissantes. Ainsi, le terme de degré le moins 
élevé du quotient est égal au quotient du terme de degré 
le moins élevé du dividende par le terme du degré le moins 
élevé du diviseur, car le produit du diviseur par le quo- 
tient doit donner le dividende, et, d'après le théorème 
énoncé p. 38, le produit des termes du degré le moins 
élevé dans le quotient et le diviseur doit donner le terme 
de degré le moins élevé dans le dividende. 

Supposons le premier terme du quotient trouvé. Si du 
dividende on retranche le produit du premier terme du 
quotient par le diviseur, le reste ne contiendra plus que le 
produit des autres termes du quotient par le diviseur; on 
trouvera alors le second terme du quotient comme on a 
trouvé le premier, en considérant le reste comme un nou- 
veau dividende, et ainsi de suite. 

Pour donner un exemple de celte manière de procéder, 
divisons i — x — t.x'^ par i -h j: : 



I — x — 2.r' 

— 7..T — T.X^ 



I -f- .-r 
i — 2.r 



Nous raisonnerons comme il suit : i divisé par i donne i 
au quotient; en multipliant le diviseur i -j-x par i et en 
le retranchant du dividende, on trouve — ix — ^x'^ qui, 
divisé par H- a:, donne le second terme du quotient — 2X. 
Le quotient est donc i — ^x. 

Deuxième remarque, — Je suppose que Ton donne deux 
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polynômes U et V entiers en x^ que nous appellerons divi- 
dende et diviseur, ordonnés par rapport aux puissances 
décroissantes àex\ divisons le premier terme du dividende 
par le premier terme du diviseur ; soit a le premier terme 

du quotient, qui pourra être de la forme — ou Kx'*, sui- 

vant que le degré m de U sera plus petit ou plus grand que 
le degré 72 de V; de U retranchons le produit aV, nous 
aurons un reste U' ; divisons le premier terme de U' par le 
premier terme de V ; soit b le quotient ; de U' retranchons 
i V, soit U'' le reste, et ainsi de suite ; nous aurons identi- 
quement 

et par suite 

(i) u = (^i -f- Z» -f- . . . -f- V + U(^). 

Maintenant, si l'on considère un polynôme contenant, outre 
des termes de la forme TLx^, où R est indépendant de x, 

K 
des termes de la forme — j on pourra dire qu'un polynôme 

est de degré — m s'il ne contient que des termes de la 

forme — et si la moins forte puissance de - est m. 

Ceci posé, a estdç degré m — n,b est de degré m — n — 1, 
c de degré m — n — 2, . . . ; U' est de degré n — i au plus, 
Cf^de degré n — 2 au plus, .... Donc la formule (i) montre 
que, étant donnés deux polynômes U et V de degrés m et 
n, il est toujours possible de décomposer U en deux par- 
ties dont Vune soit le produit de V par un certain poly- 
nôme Q de degré m — n ayant v termes de la forme ¥^x^ 

K. 

ou — -> et dont l'autre soit un polynôme de degré n — v 

au plus. 
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Troisième remarque, — Si Ton ordonne les polynômes U 
et V suivant les puissances croissantes de Xy on pourra 
de U retrancher le produit de V par le quotient a du pre- 
mier terme de U par le premier terme de V, . . . , comme 
si l'on voulait diviser U par V, et continuer ainsi l'opération 
indéfiniment. On voit que l'on aura ainsi 

Si, pour fixer les idées, nous supposons le premier terme 
de U de degré /?, le premier terme de V de degré y, U^ sera 
composé de V — i termes et son premier terme sera de 
degré p — ^ -t- v au moins. 

Exemples. — En divisant i par i — Xy on trouve 

I = ( I — .r ) ( I -4- .r + a;2 ^ .r'^ 4- ...-}- .^" ) -¥ .^""^^ 

si l'on ordonne le diviseur par rapport aux puissances 
croissantes de x. Dans le cas contraire, on a 

i = (.i? — I)(--4--^^-...-h-iT)^--4• 
On conclut de ces deux formules 

=3 I -h .r -1- .r- -h ... -f- x'' -H 



I — X i — X 



X .r* ' * * .r'* x"- ( I — x] 

Ces formules sont souvent utiles. 

VH. — MÉTHODE DES GOEFnCIElITS OrDÉTEBMIllÉS. 

Dans un grand nombre de questions d'Algèbre, on a à 
chercher un polynôme de forme donnée, mais dans lequel 
certains coefficients sont inconnus; la connaissance des 
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propriétés du polynôme en question peuvent alors servir 
à déterminer ces coefficients. La méthode qui a pour but 
de trouver ainsi les coefficients d'un polynôme dont les 
propriétés sont connues porte le nom de méthode des 
coejficients indéterminés ( il serait mievx de dire à déter- 
miner). Cette méthode est une des plus fécondes que l'on 
connaisse; elle est d'ailleurs susceptible d'une grande 
extension ; nous la devons à Descartes. 

Pour faire connaître l'esprit de la méthode, nous l'ap- 
pliquerons ici à un seul exemple, parce que nous aurons 
souvent l'occasion de l'employer dans la suite de cet Ou- 
vrage. Proposons-nous de diviser x^ — 8x^4-70: — i par 
a:- — 3 a: + 1. Le quotient est un polynôme inconnu du 
second degré, le reste est du premier degré. On peut donc 
représenter le quotient par ax^-i- bx -H c et le reste par 
px-^- q\ ajby c, p^ q sont alors des coefficients à déter- 
miner ou indéterminés. Mais on sait que le dividende 
d'une division est égal au produit du diviseur par le quo- 
tient augmenté du reste ; donc on doit avoir 

.-r^ — 8x'-\~ 'jx — I =:[ajc^ -^bx'\-c)[x^ — 3x -I- i) -hpx H- ç 

identiquement; le second membre efiectué donne 

rtr j:* 4- ( 6 -— 3«)x3 -H (a — 3 6 -h c) X* -t- ( ^ — 3c -h/>) J:-f-c H- <7. 

Comme il doit être identique, au premier, les coefficients 
des mêmes puissances de x doivent être égaux; on doit 
donc avoir 

l=a, 0=^ — 3a, — S = a — 3^-4-c, 'j=zfj — 3c -t-/?, — i=zc-hq. 

De la première de ces formules on tire 

a = I, 
de la deuxième 

G = ^ — 3 ou b == 3, 
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de la troisième 

— 8 = 1 — 9-+-<? ou rr=o, 
de la quatrième 

^=1: 3 4- /> ou /> = 4' 
de la cinquième 

— i =zg ou y = — I. 

Le quotient cherché est donc 

X* -i- 3 .r, 
et le reste 

4^7— I, 

et il est clair que Ton pourrait employer la même méthode 
pour faire une division quelconque. 



EXERCICES ET NOTES. 

i. rt» -H 6' -f- c'3 — 3 abc est divisible par a -h 6 -h c ; former le quo- 
tient. 

2. fl'« -f- ô"' -H c'« — (« -h 6 -H c)'« est divisible par 

(a-hb) (b-hc) («-f-r); 
former le quotient. 

3. A quelle condition x^—i est-il divisible par j-'* — i (m doit 
être multiple de /i)? 

4. Tout polynôme entier en j; et j qui change de signe sans chan- 
ger de valeur absolue quand on change x en ^ et j en a: est divisible 
par X — ^. 

5. Un polynôme entier en x et j qui ne change pas de valeur quand 
on change x pn j et j en x et qui est divisible par x — y l'est aussi 

par X -^y. 






■} ^ * 



"*. ■•. 



6. Prouver que a?'« sin y — r"^-^x sin /« «p h- r'» sin (w — i ) «p est 
divisible par a?^— ara?.cos <ï> H-r^. (En partant de là, Gauss prouve 
que tout polynôme est décomposable en facteurs simples du premier 
et du second degré. ) 

Voici quelques exercices sur la méthode des coefficients indéter- 
minés. 

7. Démontrer la formule 

(i -h nx) (i H- a'^x) (i H- a^x) . . . (i -f- ««or) 

a — i (û2— 1)(« — i) 



9. Développer, à l'aide d'un artifice analogue à celui de TexerciceV, 
le produit 

(i -\- ax)[i -\-a^x][\-\-a^x) . . . (i-hfl*'*-^*x). 
dO. On a 

[i-\-x)(l-^X^)(l-^X^),,.[l^X^'^)— I -\-X -¥■ X' -\- X'^ -h ... -\- X^''''^ -^ . 

11. Pour que 

A-+- Bj7-HCrH- Dz 
A'H- B':f -+- G>+ D'z 

conserve la même valeur quels que soient j:,/, z, il faut et il suffit que 

A_B_ G _D 
A'~B''"C''"D'' 

12. En général, pour que le rapport de deux polynômes entiers en 



m 






' é 
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n 



Vie 

•; ' - 1 



>■'■ 



(*■■ 



I * • * 

I Pour faire la démonstration, on posera |; 

1 ■ '■ ■■ ■ 

I {i-^ax){i-^a^x).,.(i-ha^x)=i-hAiX-\-X%x^-h.,,-i-A.,iX"^=P,r'', j\ 

I '^ H 

i on observera ensuite que P^^ = P^ * 1* 

I i-hcix j;; 

\ 8. Conclure de là que (.r« — i) (.r'*-i — i) . . . (a:«-'+i — i) est divi- il 

I sible par (x — j) (x^ — i) , , , (x^ — i). iV 



• t 

'i. 

■■y 
t( 

'■l 









^1 

' u' 

. -'( 

I 
l • 



il 
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JT, j-, z, . . . ne dépende pas de x, j, z, . . . , il faut et il suffît que ces po- 
lynômes aient leurs coefficients proportionnels. 

d3. On a 

14. Prouver que 

(cosa -f- X sina)'« — coswa — x sinwa 

est divisible par i -v- x^, (Il est bien entendu que les exercices que 
nous proposons doivent être résolus avec le seul secours des matières 
exposées précédemment, et non à Taide de celles qui sont exposées 
dans la suite. ) 

15. ( j: -h j)'" — ^'« — j'« est divisible par x^ -f- xy h-/'- quand m 
est impair et ne contient pas 3 en facteur. ( Cauchy. ) 
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CHAPITRE IV. 

THÉORIE DES RADICAUX ARITHMÉTIQUES. 



I. — DÉFINITIONS. 

On appelle puissance n^^^^ de A, comme on sait, le pro- 
duit de n facteurs égaux à A. 

On appelle racine «**™° de A un nombre qui, élevé à la 
puissance n, reproduit A; cette racine se désigne par le 
symbole suivant, appelé radical, 

OÙ n désigne ce que l'on appelle V indice du radical. 

Si le nombre A est positif et s'il n'existe pas de nombre 
entier ou fractionnaire dont la puissance n^^^° soit A, on 
appellera racine n^^"^^ de A la limite vers laquelle tendent 
les fractions croissantes dont la 7z*°°'® puissance est infé- 
rieure à A, ou décroissantes dont la n^^^^ puissance est 
supérieure à A. 

D'après ces conventions, tout nombre positif aura une 
racine az'®"® positive, et une seule ; de plus, il aura une 
racine négative égale et de signe contraire à sa racine po- 
sitive si n est pair. 

Les racines d'ordre pair des nombres négatifs n'existent 
pas ; enfin les nombres négatifs ont une racine d'ordre im- 
pair négative. 

Ces théorèmes sont trop faciles à démontrer pour qu'il 
soit nécessaire de nous y at'rêter plus longtemps. 
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On effectue sur les radicaux des opérations qui ont 
beaucoup d'analogie avec celles que Ton effectue sur les 
fractions ; nous allons les passer successivement en revue. 
Nous supposerons toujours les quantités placées sous les 
radicaux positives ; enfin nous ne considérerons que la va- 
leur positive des radicaux, en un mot leur valeur arith- 
métique» 

n. — BÉDUCnOH DES RADICAUX AU HÊME OIDIGE. 

Théokeme I. — Lorsque l'on multiplie par un certain 
nombre l'indice d'un radical, on en extrait la racine 
dont l'indice est égal à ce nombre. 

Considérons le radical 

yja. 

Multiplions son indice par /z, il devient 

\n,— 

Or, le produit de mn facteurs égaux à yja est égal à a\ 



nitii 



donc le produit de n facteurs égaux à >Ja donne un nombre 
qui, pris m fois comme facteur, reproduit a : ce nombre 

est donc "yfa. On a donc 

y]a-=z\ yja. 

Théorème IL — Lorsque l'on divise l'indice d'un ra- 
dical par un de ses sous-multiples, il se trouve élevé à 
une puissance dont l'exposant est égal à ce sous-multiple. 

Théouème III. — Lorsque l'on élève la quantité placée 
sous un radical à une certaine puissance, le radical se 
trouve élevé à cette puissance. 
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En effet, considérons le radical 

Si Ton élève ce radical à la puissance m, on trouve a"; 

tandis que "Va élevé à la puissance m ne donne que a. Mais 

le produit de n facteurs égaux à ya élevé à la puissance m 

donnera a" ; ainsi donc ( \a) et s/a'^ sont deux nombres 
(positifs par hypothèse) qui, élevés à la puissance m, de- 
viennent égaux. Ce sont donc les racines m**™®* d'un même 
nombre ; ce sont donc deux quantités égales ; donc enfin 

( y a) = v^<2 • c. Q. F. D. 

Remarque. — Il est bien entendu, comme nous l'avons 
dit en commençant cette théorie, qu'il ne s'agit ici que de 
nombres positifs ; ainsi, il est bien clair que l'on n'a pas 

si l'on prend les radicaux négativement. 

Théorème IV. — Loi^sque l'on multiplie l'indice d'un 
radical par un certain nombre et que l'on élève la quan- 
tité placée sous le radical à une puissance dont l'exposant 
est marqué par ce nombre, le radical ne change pas de 
valeur. 

De là un moyen de comparer deux radicaux. Pour y 
parvenir, on les réduit au même indice en multipliant l'in- 
dice de chacun d'eux par l'indice de l'autre et en élevant 
la quantité placée sous chaque radical à une puissance dont 
l'exposant est égal à l'indice de l'autre radical. 

S'agit-il, par exemple, de trouver le plus grand des deux 
nombres 



G'2 TRAITÉ d'aEXÏÉBRE. 

on réduira les radicaux au même indice, et l'on aura 

m. — KULTiPUGAnoir et Dmsioir des radicaux. 

Théobeme I. — On a 

V/AX VB= VA.B. 

En effet, élevons le premier membre de cette égalité à 
la puissance m, il faudra faire le produit de m facteurs 

égaux à Va et de m facteurs égaux à VB, on obtiendra 
ainsi AB; donc le premier membre de Tégalité est bien 
égal à la racine m**"*® de AB, c'est-à-dire au second. 

Cette démonstration s'applique évidemment à un nombre 
quelconque de facteurs, et l'on en déduit, ce que nous sa- 
vions déjà, 

Théorème IL — On a 



(/a : vB= v^A:B. 

En effet, en multipliant VA : B par 'v^, on trouve VA. 

Lorsque l'on veut faire le produit ou le quotient de 
deux radicaux qui n'ont pas le même indice, on com- 
mence par les réduire au même indice, après quoi l'opé- 
ration n'offre plus la moindre difficulté. 

Théorème III. — Si Von a une suite de rapports égaux 



é \ 




a a' 




a'' 


(') 




b b' 




b'' " • ' 


on a encore 


a 










V'^'M- 


a' 


n ; a*"'^ ... 



b yin_,^l'nj^-y'ii^ _ 



1^ 
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En efTet, des formules (i) on tire 



a"' rt"» «"« 



et par suite (p. 32) 






c'est-à-dire 



a _ ^flr^^-f- g^/^-i- ^^^«.4- , , 



C. Q. F. D. 



IV. ~ rORKULE DU BINOME. 

La formule du binôme a pour but de faire connaître le 
développement de (a: -f- a)" en polynôme ordonné suivant 
les puissances de x. Il est bien évident que [x -^ aY est 
un polynôme en x du degré n ; on peut donc poser 

( I ) ( .r -4- ^ )« = A„^« -4- A,,^, .r"-i 4- A„^s.r«- 2 -|- . . . -u a^, 

A/i, A„_|,. . . , Ao étant des coefficients indéterminés. Si 
dans cette formule on change x en Zj il vient 

(3-4-a)« = A,j3'*+ A„_i3«-i-f-. . . -f-Ao. 

Si l'on retranche l'une de l'autre ces deux égalités, on 
trouve 

= A„ (a:« — 2;") + A,,-.i [x''-' — 2;«~» ) h- ... h» Ai [x ~ z]. 

Or on a 

[x -}- a] — [z -\- a) ■==: X — z. 
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Divisant membre à membre ces deux égalités, on trouve 

(p. 4o) 

— A„ (.r''-i H- zx"-^ -4- ... -4- 3«-i ) 

-+- A„_, (.r«-« H- 3.r"-3 -f- . . . 4-3«-2) + . . . -j. A,. 

Cette égalité a lieu en laissant x fixe pour toutes les va- 
leurs possibles de z, excepté peut-être pour z = x, car 
nos calculs n'offrent aucun sens dans ce cas. Néanmoins, 
comme les deux membres sont deux polynômes entiers 
en z, égaux pour plus de valeurs de z qu'il n'y a d'unités 
dans leurs degrés, ils sont égaux quel que soit z, et en 
particulier pour z = x. Si l'on fait alors z = Xy on trouve 

72 (.r 4- «)"-* = // A„.r«-*-f- (// — i) A;,_i.r«-2-h ...-+- A,. 

Multiplions les deux membres de cette formule parj:-h«, 
nous trouvons 

Or, en multipliant par n les deux membres de (i), on 
trouve 

Or les deux développements que nous trouvons pour 
n (a: 4- a)" doivent être identiques; on a donc (p, 44) 

n\n=nAny «A„_i= (/i— l) A;j_i -f- /i«A„, . . ., 
OU 

I 2 

La loi suivant laquelle procèdent ces égalités est évi- 
dente, et, quand on connaîtra A„y on calculera successive- 
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ment A«_i , A,i_2> • • . , ^ît l'on aura 

I 1.2 

_ «(n-i)(H-a) 

1.2.0 



I .2.0. . . a 

Si l'on substitue ces valeurs dans la formule (i), il vient 



[n n(n — ^ i] 

1 1.2 



î 

• • • 



I .2.3. . .a 



a«a:"-* + . . .-l-a'* 1 



Cette formule devant avoir lieu quel que soit Xj on peut 
supposer j: == o ; il vient alors 

c'est-à-dire A„ = i ; d'où l'on conclut finalement 
^ ' I i.a 

/ifrt — i){n — 2)...f/i — a-t-l) 

I .2.O. . . 0C 

Telle est la formule que nous voulions établir. 

V. — PUISSAHCE /z'^""« D'UN POLTHOHE. 

Lorsque y dans un polynôme , tous les termes se forment 
d'après une même loi, c'est-à-dire en attribuant dans un 
même terme et à une même lettre les valeurs entières 
successives m, /wH-i^/w-Ha,..., m!^ on le représente à 
l'aide d'une notation abrégée qui consiste à placer le 

L. - Algèbre, I. 5 
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terme qui sert à former tous les autres après la lettre 
grecque 5*, au-dessus et au-dessous de laquelle on écrit 
m et m'; ainsi 



nzrzm' 



^^n 



n = m 



représentera la quantité 

et on lira somme ou sigma den=^ m^jusqiîà n^^rri de an* 
La formule du binôme, en faisant usage de la notation en 
question, pourra s'écrire 



Q.— n 



^ ' ^Êd 1.2.3. . a 



I .2.3. . a 

a = I 



On se sert aussi de la notation abrégée 



n = m 



n 



pour désigner le produit a^am+i «m+s* • • «m'î de sorte que 
la formule du binôme peut encore s'écrire 

a=i |i.=:t 

Proposons-nous actuellement de trouver le développe- 
ment de (a H- è H- c 4- . . . )" ; dans la formule du binôme, 
le terme général 

'-—■ — ' " — 5 — ' — ~ — arx'*^ • - 

1 .2*0. . . a 
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peut s'écrire , en multipliant et en divisant par i . 2 . 3 . . . [n — «) | 

1 . 2. 3.4* • • ^ 



û*ar'*-*, 



1.2.3. . .a.l.2..3. . . (/z-T-a] 

Si alors nous changeons x en x -h h, ce terme deviendra 

;^ a^lx-hb }"-«, 

1 . 2 .0. . . a . 1 .2.0. • . (/{ — aj ^ ' 

V 

c'est-à-dire 

p=n ... 

^|ri 1 .2. 3. . 3 /Z 

^<^ 1 .2.3. . . a . 1 .2.3. . • [/2 — a) 

1 .2,3. . . In — a] 
1 .2.3. . . p. 1.2.0. . . [/i — a — p) ' 

En convenant de remplacer i • 2 . 3 . . . |3 par i quand on 
fait p = o, cette formule peut encore s'écrire 

H ^ ,'•''•«•••", 1 «T««6fx»— », 

^ii^ 1 .2.3. . .a.i .2.3. . .p. 1 .2.3. . . [/z — a — p) 

et la quantité écrite sous le signe 2) représente le terme 

général du développement de (a + i + x^ ; si nous chan- 
geons alors X en j: -+- c, et ainsi de suite, il est facile de 
voir que l'on arrive à la formule générale 

^■BB I.2.O...0C. 1.2.0. .«p. I«2*0«..V... 1»2«0..«A 

le signe ^ s'étendant à toutes les valeurs de a, ]3, y, ..., X, 

telles que «-hl3+7-h...-|-X==/z, en convenant tou- 
jours de remplacer i »2.3. • . m pçir i tCiutes les fois que 
Ton a 7» = o. 

5. 
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¥1. — BiCmES DES POLTHOMES. 



On dit qu'un polynôme entier par rapport à x 



P = a^x^ -4- «rt-ix"-* 4- . . . + «0 

est une puissance m**"® parfaite^ lorsqu'il existe un poly- 
nôme 

entier qui, élevé à la puissance m, reproduit P, quel que 
soit X. 

Proposons-nous de reconnaître si un polynôme est une 
puissance m**"® parfaite, et dans ce cas cherchons sa ra- 
cine. Considérons le polynôme 

si sa racine 7»**""° existe, désignons-la par 

Appliquons au polynôme Q la formule que nous avons 
démontrée au paragraphe précédent, nous aurons 



OU bien 



I .2.3. . . (/w — i) 



(i"'=zbfx'''^'^mbf-^ bi^^x'"'-^ -4- 



En identifiant les polynômes P et Q'", on trouve 

mbf-^ bi^iX^^'-^^an^iX^'-K 

De la première de ces formules on conclut que : 

i** mi = 71 ou i = - : donc n doit être divisible par m ; 

m * 

supposons qu'il en soit ainsi ; 
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2? bi est la racine m'^™* de Un* 
De la seconde formule on tire 

h — i ?^~1 — — ^^-^ h 
ou 

m a„ 

Supposons que l'on ait calculé bi et è/«< ; du polynôme P 
on retranchera (ê/x'H- &/__<a:'"^)'^; le reste sera composé 
comme il suit : 

Or, dans cette expression, le terme du degré le plus élevé 
est 

mb^l^bi^^x'^^-^'y 

en l'égalant au terme du degré le plus élevé dans le ré- 
sultat trouvé directement et que nous désignerons par c, 
on trouve 



mb'l' b,.. 



Connaissant i/_a, on retranchera du polynôme P la quan- 
tité 

et Ton continuera ainsi jusqu'à ce que l'on tombe sur un 
reste nul ou sur une soustraction impossible à effectuer» 

m. — CAS DE LA BAGINE GABBÉE. 

Le cas de la racine carrée étant le plus simple, nous 
nous y arrêterons un instant, et d'abord nous ferons obser- 
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ver que J'on a 

(a-f-^ + c-4-.. . +/)' 

Cette formule s'obtient en faisant ti = 2 dans la formule (i ) 
(p. 67), ou bien encore directement, en observant que 

(a-\-bY:=à^-^iab -4- ^*, 

(Â-l- ^4-c)*=û*-h2(6 -4-c)û 4-(^ -f- c)' 

=:a*-^7.ab •+- lac -+- ^^ -|- 2 ôc -f- c*, 
• •• 

Le carré d'un polynôme se compose donc, comme on voit, 
de la somme des carrés de ses termes et de leurs doubles 
produits. 

Ceci posé, proposons-nous d'extraire la racine carrée 
du polynôme 

Si nous désignons par ' 

la racine, nous trouverons, comme tout à l'heure, 

2 Oi 

Nous retrancherons de P la quantité (J/ar'-h J/^iO:'""*)* ; 
nous obtiendrons enfih bt'_2 comme tout à l'heure ; mais, 
au lieu de retrancher de P le carré de 

nous nous contenterons de retrancher du premier reste 
que nous avons obtenu la quantité 

2bi^^xi-*{biX'-{- bi^^x^-^) -+- è?_j (a:'-*)*, 
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et ainsi de suite. Une simplification analogue pourrait sans 
doute être apportée dans le calcul de la racine m**°^®, mais 
les calculs exigeraient une grande attention de la part de 
celui qui se livrerait à ce genre de spéculations. 

Vm. — BEKARaUES. 

Nous avons supposé que les polynômes dont nous 
cherchions les racines étaient (3rdonnés par rapport aux 
puissances décroissantes d'une même lettre; l'hypothèse 
contraire aurait pu être adoptée : elle conduit à cette con- 
clusion : 

L'exposant du terme du degré le moins élevé d'une puis- 
sance 71**™® exacte doit être zéro, n ou un multiple de /z. 

Il est souvent avantageux de modifier la marche que 
nous avons suivie ainsi qu'il suit : 

On développe l'expression Q" par la formule de la 
page 67 ; on identifie ensuite le polynôme P avec le déve- 
loppement de Q". On a ainsi des égalités qui permettent, 
à l'aide de procédés que nous étudierons plus loin, de dé- 
terminer bo, hji, . . ., J|. 

Application. — Tr ouvrer la condition pour que 

ax^ -+- hx -4- c = P 

soit un carré parfait. 

L'expression précédente ne peut être que le carré d'un 
polynôme du premier degré. Posons alors 

ax'^ -4- bx -\- €-=1 '\mx + /z]^, 
ou bien 

aa?' 4- hx -I- c = rr^x^ -t- imnx -f- /i*; 
on en déduit 
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De ces formules on tire sans difficulté 

Cette relation est donc nécessaire pour que le polynôme P 
soit un carré parfait : elle est suffisante. En effet, alors 
on a 

p = CLX^ H- 2 \l€icx -+- c, 
ou 

P — [sfâ'fx^ -t- 2 v^ây^car + {sfc)\ 
ou 



EXERaCES ET NOTES, 
i. Si l'on a 

chacun de ces rapports sera égal à l'un quelconque des suivants 
y a^ -¥^ a"' H- «'« -»-... yfââ' \l add 

2. Si l'on a 

^ _ ^ _ ^ _ 

D D • • • 5 

1 D2 i^S 

on aura 



^Bié>i -t-\/B262 -f-\/B3^3-^- •. 



= y/ (fil "*- ^2 -+- Ba -+- . . . ) 1^1 "*" ^2 + ^3 ^- . . . )• 

Déduire de là la mesure du tronc de pyramide en le décomposant en 
troncs triangulaires. 

3. Désignons par 2^,7 = %aji le coeflBcient de XiXj dans un poly- 
nôme du second degré P ; ce polynôme pourra s'écrire 

P = léttijXiXj 
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( ainsi, pour le cas de deux variables, 
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Oi^xl). 



Démontrer que, pour que le polynôme P soit un carré parfait, il faut 
que, quels que soient / et 7, on ait 



Mais cette condition n'est pas suffisante, il faut y adjoindre certaines 
inégalités ; ainsi 

x'^ -i~ y^ -h z^ — ïT'z — ^xz — 7,xy 
n'est pas un carré. 

4. Prouver que Ton a 

— [^^ -f-/^ -f- 2* — ^yz — a-a^^ 

= [\/x-hy/y-^)/z) [—}/x 
X [y/x — s/y-^-y/z) {)Jx 



2Xjr) 

5. Trouver la condition pour que x^ -i-px^ -^qx-^r soit un cube 
parfait. 

6. Prouver que Ton a 

(a -h^-f-C-H ... H-/)3 

6{abc -f- abd'+- bdc ■+■ . . . ). 



a-c 



b^a-hb'^c 



k^l) 



7. Appliquer la méthode des coefficients indéterminés à l'extraction 
de la racine carrée d'un polynôme, par exemple 

X^ — 17,X^ ■+■ 6OX* — 160^' -t- I^OX^ — 192a: -H 64. 

8. Démontrer que tout polynôme P de degré pair 2/71 est de la 

forme 

P = H2-hK, 

H désignant un polynôme de degré /ti et K un polynôme de degré 
/» — I au plus. (Généraliser.) 

9. Trouver la condition pour que x^ -h px'^ -^qx-^r soit divisible 
par un carré. 
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10. Trouver la condition qui doit exister entre les coefficients /), q^ r 
pour que x^ ■+- J?ar* -^qz'^ -h r soit un carré parfait» 

11. Montrer comment, en suivant un procédé analogue à celui que 
Ton suit pour extraire la racine carrée d'un nombre, on pourrait 
extraire la racine cinquième d'un nombre donné. 

12. Trouver les relations qui doivent exister entre p, q^ r, s pour 
que 

soit un carré parfait. (On traitera cette question soit par la méthode 
des coefficients indéterminés, soit en exprimant que le reste provenant 
de l'extraction de la racine carrée est nul. ) 

13. Soient û', 6, c, . . . , A, B, C, . . . , A', B', C, . . . , P, Q, . . .• des 

nombres rationnels, et v^«, yfb^ y^, ... des irrationnelles, prouver 
que la fraction 

A-hBv/«-4-C\/6 



A'-hBV«-i-CVÏ-h.., 
peut se ramener à la forme 

P-hQ/Â-hRv/ÏH-.... 
14. Prouver que, si a est moindre que > en valeur absolue, on a 



v/l-+-a=i-+--dra:, 

X désignant une quantité moindre que —• Si a est positif, on aura 

4 

a* 
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CHAPITRE V, 

ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 



I. — PBQIGIPES GÉHÉRAUX. 

Lorsque, dans une égalité, les deux membres sont égaux, 
(juelles que soient les valeurs attribuées aux lettres, cette 
égalité porte le nom d'identité; telles sont, par exemple, 
les égalités 

l^a-{- b){a— b]=:a^ ---b^ 

[x — ay = x^ — 7,ax -h c^. 

Lorsque, au contraire, l'égalité n'a lieu que pour cer- 
taines valeurs des lettres qu'il s'agit de déterminer, elle 
porte le nom d équation; les valeurs positives ou négatives 
des lettres qui rendent les deux membres réellement égaux 
portent le nom de racines de l'équation. Quoi qu'il en soit, 
on confond souvent dans le langage les mots égalité, équa- 
tion; au fond, cela n'a pas grand inconvénient. 

Théorème L — On ne change pas les racines d'une 
équation en ajoutant urie même quantité aux deux 
membres. 

En effet, considérons l'équation 

(l) A=:B. . 

Soient x, y, z^ ... les inconnues, ou, si l'on veut, les 
lettres dont on doit déterminer les valeurs pour rendre A 
réellement égal à B ; il est bien évident que les systèmes 
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de valeurs àe x^ j, z, . . . , qui rendent A égal à B, ren- 
dront encore A + m égal à B H- m ; que réciproquement 
les systèmes de valeurs qui rendent A H- m égal à B H- m 
rendront encore A égal à B : en d'autres termes, l'équation 
considérée a mêmes racines que 

[i) A-h m=;B-i-/w. 

Cette règle comporte une exception : si la quantité m ces- 
sait d'être définie algébriquement pour des valeurs de or, 
jj z, ... qui rendent A égal à B, l'équation (2) pourrait 
ne plus admettre les racines de l'équation (i). 

Corollaire. — Le signe de m ayant été supposé quel- 
conque, on peut dire que l'on ne change pas les racines 
d'une équation en retranchant une même quantité aux 
deux membres. 

Théorème II. — On n'altère pas les racines d'une 
équation en multipliant ses deux membres par une même 
quantité ne contenant pas les inconnues. 

En effet, considérons l'équation 

si l'on multiplie par m les deux membres de cette équation, 
il est bien clair que, si pour un système quelconque de 
valeurs des inconnues on a A = B, on aura encore 
Am = B/n; et réciproquement, si l'on a Am = Bm, on 
aura pour les mêmes valeurs des inconnues A = B. Il y a 
cependant un cas d'exception : si, en effet, A était diffé- 
rent de B, on pourrait avoir A m égal à Bm si m pouvait 
passer par zéro ; or il n'y aura rien à craindre à cet égard 
si m ne contient pas les inconnues et si l'on ne choisit 
pas le facteur m égal à zéro, ce qui n'aurait aucun but rai- 
sonnable. 



I 
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Nous allons montrer sur un exemple que, en multipliant 
par un même facteur les deux membres d'une équation, on 
peut introduire de nouvelles racines. L'équation 



X=J 



admet évidemment la racine i et la racine i seulement. En 
multipliant par x — 2 les deux membres, on a 

et il est facile de voir que la nouvelle équation admet la 

racine j: = 2 ; cela tient à ce que le facteur a: — 2 passe 

par zéro pour x = 2. En général, quand on multiplie par 

m les deux membres d'une équation, on introduit dans 

cette équation les solutions de l'équation m.:= o. 

En efifet, les systèmes de valeurs des inconnues x, y, 

Zj . . . , qui rendent A m égal à Bm, rendront A égal à B 

ou m égal à zéro ; donc ils appartiennent à l'une des deux 

équations 

A zrr B, m = o. 

Si cependant, en supposant m = o, A et B cessaient d'être 
algébriquement définis, il est clair que A.m = Bm n'en- 
traînerait pas m=Oy car on ne pourrait pas dire que A m 
et Bm sont nuls si A et B n'existaient pas. Pour me faire 
comprendre, je choisis un exemple : l'équation 



I 
~ = I 



! X 



admet la racine a: = i et n'admet évidemment que celle- 
là, puisque pour x^ i on a - ^ i . Multiplions par x les 
deux membres de cette équation, nous n'introduisons pas 
pour cela la racine a: = a, parée que - n'existe plus, en 
un mot n'est plus défini en supposant le diviseur x égal à 
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zéro, et efiectivement Téquation en question devient 



i^=x 



quand on multiplie par x ses deux membres. 

De même Téqviation A = B pourrait être satisfaite pour 
certaines valeurs de j:, j^, z, . . ., sans que 

A/n = Bm 

le fût pour les mêmes valeurs àe Xyjy • . . , car m pourrait 
n'être plus défini pour les valeurs de a:, ^, z, . . . , qui 
rendent A égal à B. 

En résumé, quand on multiplie les deux membres d'une 
équation par une même quantité, on ne change pas les 
racines si cette quantité est indépendante des inconnues; 
si, au contraire, le multiplicateur en question contient les 
inconnues, il peut se faire que l'on change les racines, 
que l'on en introduise de nouvelles, ou enfin que Ton en 
supprime. 

Théorème III . — On peut dwiser par une même quan- 
tité les deux membres d'une équation sans changer les 
racines, pourvu que cette quantité ne contienne pas les 
inconnues. 

Ce théorème, au fond, revient au précédent et donne 
lieu aux mêmes remarques, si l'on observe que multiplier 

par — et diviser par m sont deux opérations équivalentes. 



Théorème IV. — Lorsque deux équations admetteiU 
les mêmes racines, l'équation que l'on obtient en les ajou- 
tant ou en les retranchant membre à membre peut rem- 
placer l'une quelconque d'entre elles. 

En efifet, considérons les deux équations en x^y^z^ ... 
(,) A = B, 

(2) C = D; 
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les systèmes de valeurs de a:,y, z, . * . , qui rendent à la 
fois Al égal à B et G égal à D, rendent A 4- G égal à B 4- D, 
et réciproquement les systèmes qui satisfont à l'équation 

(3) A-i-C = B-^D 

et à l'une quelconque des équations (i) ou (2) satisfont à 
l'autre. 

Remauques. — On peut évidemment aussi remplacer 
un système de n équations par n — i d'entre elles, et celle 
que l'on obtient par l'addition des autres effectuée membre 
à membre; il est bien évident aussi que la différence ef- 
fectuée membre à membre de deux équations peut rem- 
placer l'une quelconque d'entre elles, etc. 

Théorème V. — JSn général, on ne change pas les 
racines d'un système adéquations quand on remplace 
l'une d'elles par celle que l'on obtient en les multipliant 
membre à membre. ^ 

Il est bien évident, en effet, que, si un certain système 
de valeurs des inconnues x^j^z, ... rend identiques les 
équations 

A=:B, C=:D, E=F, ..., 

le même système de valeurs rendra identique l'équation 

• AXCXEX ... =BXDXFX ...; 

et réciproquement, de cette équation combinée avec 

C = D, E = F, ... 

on déduira A = B. Mais cette règle est soumise à des 
exceptions; ainsi, par exemple, l'équation 

AC = BD, 
jointe à l'équation 

A=B, 



^ 
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entraîne non-seulement l'équation 

mais encore, si A et D peuvent passer par zéro, Téquation 

A = D. 

C'est ainsi que les équations 

qui n'admettent évidemment que la solution x =jr = i, 
multipliées membre à membre, fournissent l'équation 

X* — ^* = o, 

qui, combinée avec x — y = o, ne peut pas remplacer 

x-f-j = o; 
car le système 

x^ — j^' =: o, X — y"=^o 

admet une infinité de solutions, à savoir toutes les valeurs 
possibles pour a:, à condition que les valeurs correspOA- 
dantes de y auront une valeur absolue égale à celle de x. 
Nous ne pousserons pas plus loin la théorie des transfor- 
mations que l'on peut faire subir aux équations ; l'usage 
en fera connaître d'autres, soumises, en général, aux mêmes 
restrictions que celles dont nous venons de parler. 

n. — USAfiE DES PBIHGIPES PRÉCÉDENTS. 

Résoudre une équation ou un système d'équations, 
c'est chercher leurs racines. 

Lorsqu'une équation est de la forme 

P et Q désignant des polynômes entiers de degré m par 
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rapport aux inconnues, on dit qu'elle est du degré m. 
Lorsque l'un des polynômes P, Q est de degré inférieur 
à m, l'autre restant du degré w, on dit encore que l'équa- 
tion est du degré m,^ 

Pour résoudre une équation ou un système d'équations, 
on commence, en général, par effectuer les opérations 
indiquées : on ramène de cette façon les deux membres à 
être aussi simples que possible ; on chasse ensuite les déno- 
minateurs, ce qui se fait en multipliant les deux membres 
de chaque équation par le produit des dénominateurs qui 
entrent dans ses deux membres. 

Il peut se faire ainsi que l'on altère les racines : il 
faudra discuter les résultats, afin d'étudier l'effet produit 
sur le système que l'on cherche à résoudre. On fait en- 
suite passer les termes qui contiennent les inconnues dans 
un même membre et les termes indépendants des incon- 
nues dans l'autre ; on fait passer un terme d'un membre 
d'une équation dans un autre en changeant son signe. 
Cette opération revient, en effet, à retrancher aux deux 
membres de l'équation une même quantité égale au terme 
en question; enfin, s'il y a lieu, on réduit les termes, 
semblables. 

La règle que nous venons de donner est une règle géné- 
rale et qui, bien entendu, n'a rien d'absolu. Nous avons 
dit que pour chasser les dénominateurs d'une équation il 
fallait multiplier les deux membres par le produit des 
dénominateurs ; il suffit d'en multiplier les deux membres 
par le plus petit multiple des dénominateurs, dans lesquels 
chaque lettre sera considérée comme représentant un fac- 
teur premier. 

Quelquefois on conserve à dessein dans une équation 
certains dénominateurs, mais on peut en faire disparaître 
d'autres. Pour faire disparaître un dénominateur, il suffit 
évidemment de multiplier les deux membres de l'équation 

L. — Algèbre, l. O 
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par ce dénominateur, ce qui se fait en multipliant par 
le dénominateur en question tous les termes qui ne le 
contiennent pas et en l'effaçant dans les termes qui le 
contiennent. 

Pour donner une application des principes précédenls, 
nous nous proposerons de résoudre Téquation 



a: -+- 1 ^ 6 

Chassons les dénominateurs en multipliant par 6 et par 
a: -h 1 , il vient 

En multipliant par a: + 1 , nous avons pu introduire la 
solution X = — I de Féquation 

J7 -4- I m o. 

Mais pour x = — i le premier membre de Téquation 
proposée n'est plus défini, car il contient le terme 

pu ; en sorte qu'il peut se faire que nous n'ayons pas 

introduit de nouvelle solution : la suite nous l'apprendra. 
Si nous effectuons les produits indiqués^ il vient 

6a: H- i8a:* -h i8ar= ^4^' — 24 — 6.r* -hx-f- 7; 

réduisons les termes semblables, nous aurons 

iBj:* -4- 24* = 18a:' -4- ar — 17. 

Si nous faisons passer dans le premier membre les termes 
qui contiennent l'inconnue, il vient 

1i3x=z — l'y, 
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et, en divisant par 23 les deux membres ^ on a 

X ^=z -1 

23' 

nous ne retrouvons pas la solution x=. — i ; on en con- 
clut que x= ^ satisfait seul à Féquation proposée, ce 

que l'on peut du reste vérifier directement. 

Nous allons voir maintenant comment on simplifie, à 
Taide d'artifices de calcul, la règle générale que nous avons 
donnée. Proposons-nous de résoudre l'équation 

X -V- i X 



X I .T. 



S'il y a égalité entre les deux membres de cette équa- 
tion pour une certaine valeur de x, nous pourrons de 
chaque numérateur retrancher son dénominateur, diviser 
les numérateurs par les résultats, et il y aura encore 
égalité pour la même valeur de x {voir p. 32). Il vient 
ainsi 

ar -+- I X -r- ^ 

et, en multipliant par 4 les deuK membres de cette égalité, 

Faisons passer les termes en x dans le premier membre, 
les termes connus dans le second, il vient 

HX — X='J — 2 ou X=zSy 

ce qu'il est facile de vérifier. 



6. 
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m. — DES ËOUATIOirS DU PREMIER DEfiBÉ k UHE IHGOlIllUE. 

Toute équation du premier degré à une inconnue peut 
être ramenée à la forme 

(l) A.r=:B, 

A et B étant deux quantités indépendantes de x ; pour cela 
il sufEt de ïaire passer dans le premier membre les termes 
qui contiennent l'inconnue, et dans le second ceux qui ne 
la contiennent pas. 

On résout immédiatement l'équation ( i ) en divisant les 
deux membres par A, ce qui donne 

B 
" = Â' 

et l'équation (i) n'a pas d'autre solution. 

On peut donc dire que toute équation du premier degré 
à une inconnue a toujours une solution et une seule. 

Si B était égal à zéro, il est clair que l'on aurait a: = o. 
Quelques auteurs examinent le cas où A= o, mais alors, 
dans l'équation, x n'existe plus, l'équation n'est plus du 
premier degré ; elle se réduit à une égalité absurde o = B, 
ou à une identité si l'on a»B = o. On peut être conduit 
à de semblables résultats en cherchant à résoudre certaines 
équations absurdes ou certaines identités que l'on pose 
comme équations. 

Par exemple, quel que soit Xj nous avons vu que l'on 
avait 

(a: -4- 1 )* = o:* 4- 2 07 4- I ; 

si l'on regarde actuellement cette identité comme une 
équation, on trouve 

x^ -\- 2ar H- i=:x* + Hx + I, 
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OU, faisant passer les termes inconnus dans le premier 
membre, les termes connus dans le second, 

o X ^' -H o X -3^ = o, 

<îe qui est une identité. Gela tient à ce que Ton est parti 
d'une identité, ou, si Ton veut, d'une équation satisfaite 
quelque soit a:; si, au contraire, on avait posé 

(2) (^-+-l)* = a:2 -H 207, 

on aurait trouvé 

oy<x^-\-o'Xxz=: — I, 

résultat absurde et qui prouve que l'équation ( 2 ) n'a pas 
de racines. Et, en effet, comme (a:-Hi)^ est égal à 
a:^ H- 20: -h I, il est impossible qu'il soit égal à a:^ -f- ao:, 
c'est-à-dire au même nombre diminué de i . 

Si l'on écarte donc le cas où A = o, c'est-à-dire où la 
formule (i) n'est pas une équation, on peut dire que toute 
équation du premier degré à une inconnue admet une 
racine et une seule. 

IV. — DES ËaUATIOHS DU PBEMŒR DEfiBÉ A PLUSIEUBS 

nfCONNUES. 

Une seule équation à pki sieurs inconnues suffît très- 
rarement à la détermination de ces inconnues. En effet, 
si l'on donne à toutes les inconnues, sauf une, des valeurs 
arbitraires, on peut en général résoudre, par rapport à 
l'inconnue restante, l'équation en question , ce qui montre 
que l'on peut ainsi trouver autant de solutions que l'on 
veut. 

Bien qu'il n'en soit pas toujours ainsi, nous verrons 
qu'un système de n équations du premier degré à n in- 
connues admet ordinairement une solution et une seule. 
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Toutes les fois qu'il n'en admet pas, on dit que le système 
est incompatible; toutes les fois qu'il en admet deux ou 
plus, on dit qu'il est indéterminé. 

Puisqu'un système de n équations à n inconnues admet 
ordinairement une solution, un système de » — i équa- 
tions, ou moins, à n inconnues, doit être insuffisant, 
puisque l'on peut choisir au moins une inconnue arbitrai- 
rement, et qu'il reste alors assez d'équations pour trouver 
les valeurs des inconnues restantes. 

De même, un système de /z -h i équations, ou plus, à n 
inconnues, ne peut pas en général être résolu, car, n quel- 
conques d'entre elles admettant une solution et une seule, 
cette solution ne conviendra pas toujours à un autre 
système formé de n des équations données. 

Lorsqu'un système d'équations du premier degré admet 
deux solutions, il en admet un nombre illimité, et c'est 
ce qui fait dire qu'il est indéterminé. 

En eflFet, considérons le système 

a^x-h b^jr -f- C2 3 ^- . . . = Xj, 



anX-hb„jr-hCnZ-{- . . . =^^, 



oti X, J'y Zy ... sont n inconnues et où les autres lettres 
désignent des quantités connues. Soient 

un premier système de solutions, 

xz=(x,\ r = ^\ ... 
un second système de solutions ; on aura 

«1 a -4- 61 j3 H- ... 3= ^1, 

«1 a' -f- ^1 P' -+- . . . := ^1 ; 
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soient |:x et fji'deax nombres tels, que jx -+- p.' = i ; multiplions 
la première de ces formules par jx, la seconde par jx', et 
ajoutons ; nous aurons 

On voit que 

constituera une nouvelle solution, et, comme /x est arbi- 
traire, on voit que le nombre des solutions du système est 
illimité. 

Eliminer une inconnue entre plusieurs équations, c'est 
remplacer ces équations par d'autres qui ne contiennent 
plus cette inconnue, et qui cependant admettent les mêmes 
solutions pour les inconnues restantes. Nous allons exposer 
diverses méthodes d'élimination. 

1° Elimination par substitution, — L'élimination par 
substitution consiste à résoudre l'une des équations par 
rapport à l'une des inconnues et à porter la valeur trouvée 
dans les autres équations, qui alors ne contiennent plus 
cette inconnue. Voici un exemple de cette méthode. Consi- 
dérons les équations 

(i) 3^-4-8^ = 25, 

Tirons de (i) la valeur de x, en supposant/ connu; il 
vient 

(3) ^ — 2 — ' 

et l'équation (3), en vertu des principes exposés (p. 75), 
peut remplacer l'équation (i). Si alors on remplace x par 

^ "7 "^ dans l'équation (2), on trouve une équation qui 
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ne contient plus y et qui peut remplacer l'équation ( 2 ) 
ou l'équation (3), c'est-à-dire l'équation (i). En eflFet, 
remplacer x dans l'équation (2) par sa valeur tirée de 
Téquation (3) revient à écrire l'équation (3) d'abord sous 

la forme 

25 — 8r 

puis à multiplier par 12 ses deux membres et à la re- 
trancher de l'équation (2). La méthode de substitution 
n'altère donc pas les racines et peut être employée dans 
tous les cas ; le calcul s'achève facilement et l'équation ( 2 ) 
devient, après la substitution de la valeur de x tirée de 
l'équation (3), 

tr\ 25 — 8jr 

(4) i^ 3 7^ = 22; 

d'où l'on tire, en résolvant cette équation à une inconnue 
par rapport à y y 

(5) r = 2. 

L'équation (5), qui admet les mêmes racines que l'équa- 
tion (4), peut remplacer les équations (i) ou (2); si alors 
on porte la valeur obtenue pour j^ dans l'une de ces équa- 
tions, on élimine y et l'on trouve une équation à une 
inconnue en x qui permet de calculer la valeur de cette 
inconnue. Si l'on fait j" = 2 dans l'équation (i), on trouve 

Sa: H- 16 = 25, a: = 3. 

Remarque. — La méthode que nous venons d'employer 
s'applique à un nombre quelconque d'équations et réduit 
le système total des équations à un nombre moindre d'une 
unité et ayant une inconnue de moins. On peut alors pro- 
céder sur le nouveau système comme sur le premier et faire 
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disparaître une inconnue et une équation ; on arrive alors 
finalement à une seule équation contenant une seule in- 
connue, si le nombre des équations est égal à celui des 
inconnues, et l'on peut en tirer la valeur de cette inconnue. 
Si le nombre des équations est supérieur à celui des in- 
connues, on a plusieurs équations contenant une même 
inconnue ; ces équations ne fournissent pas en général la 
même valeur pour cette inconnue, et Ton conçoit que le 
système d'équations est surabondant. Si au contraire le 
nombre des inconnues est supérieur à celui des équations, 
on tombe sur une équation à plusieurs inconnues, et l'on 
voit que l'on peut choisir arbitrairement l'une d'elles : le 
système a une infinité de solutions. 

Ce raisonnement est très-vague, en ce sens qu'il sup- 
pose que les équations à une inconnue que l'on est censé 
résoudre ont une solution bien déterminée ; aussi verrons- 
nous les conclusions précédentes, qui tendent à établir 
qu'un système de n équations doit contenir n inconnues, 
tomber en défaut. 

a** Elimination par addition, — Cette méthode con- 
siste à multiplier par des facteurs convenables deux des 
équations à, résoudre, de telle sorte que les coefficients de 
la même inconnue soient égaux. S'ils sont de même signe, 
on retranche les équations membre à membre ; s'ils sont 
de signes contraires, on ajoute ces équations, et l'on fait 
ainsi évidemment disparaître une inconnue. L'équation 
à laquelle on arrive peut, en vertu des principes démon- 
trés plus haut (p. 76), remplacer l'une quelconque des 
équations qui lui ont donné naissance. 

Reprenons les équations considérées tout à l'heure 

(i) 3a: H- 87 =25, 

(2) iix — 7jr=22. 

Pour donner des valeurs égales aux coefficients de x, on 
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peut multiplier la première équation par le coefficient 
de X dans la seconde , et vice versa; mais il est plus simple 
de multiplier par 4 les deux membres de l'équation (i); 
en retranchant alors membre à membre, on trouve 

397=78, J = 2. 

3*^ Elimination par comparaison. — Cette méthode, 
peu usitée, revient au fond à la précédente; elle consistée 
égaler les valeurs d'une même inconnue tirée de deux 
équations diflFérentes. 

4° Elimination par la méthode des multiplicateurs, — 
Cette méthode, attribuée à Bezout, consiste à multiplier 
les équations par des facteurs tels, qu'en les ajoutant 
toutes les inconnues disparaissent à l'exception d'une 
seule. 

Considérons d'abord les équations 

(i) ax -f- bjr •= c^ 

(2) a' X -\-h' y=ic\ 

Multiplions la seconde équation par X, ajoutons avec la 
première, il vient 

Déterminons maintenant \ par la condition 

a -+- a'\ = o. 



d' 



où 






l'équation (3) devient 



d'où l'on tire 



, ab'\ ad 



a' c — é a 
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En posant dans Téquation (3) 

b -h b'\ = o ou > = — —5 

on aurait trouvé 

cb' — bc' 



X 



ab' — Ba' 

Considérons en second lieu les équations 

(i) ax -h bj- -\- cz =:d, 

(2) a'x -4- b'x -^c'z = d', 

(3) a"x-hby-hc''zz^d''. 

Multiplions la seconde par le facteur indéterminé X, la 
troisième par V, et ajoutons ; il vient 



Profitons de l'indétermination de X et V et posons 

(5) b-hb'l + bn' =0, 

(6) c-hc^l -f-c"Vz=o. 

Multiplions Féquation (6) par jx et ajoutons avec l'équa- 
tion (5); il vient 

(7) ^ + cf*-+-(6' + c'p)X-f.(è"-+-c»V=o. 

Posons enfin 

b' -hc' iA = o ou p= — --^•, 

l'équation (7) donne 
d'où 






i 

"(' 

,*. 

-T 



'f 



-î 
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Si l'on se reporte aux équations ( 5) et (6), on voit que, 
pour en déduire X quand on connaît 7!^ il suffît de changer, 
dans la formule qui donne X', b' en i", b^^ en 5', c/ en cf' 
et cf^ en </, car, quand on opère ce changement dans les 
équations (5) et (6), il est bien clair que la valeur de X' 
qui satisfait est Fancienne valeur de X, et vice versd. On 

a donc 

cb" — hc" 



\ = 



c»'b' -^b"d 



Si l'on porte alors dans l'équation (4) les valeurs que 
nous venons de trouver pour X et X', il vient, en vertu des 
équations (4) et (5), 

/ cb" — bc" „ cb' — bc' \ 

\^^"^ c"b'—b''t^ c'b'^ — b'c") 

^ " e^b' — b''c' db"-^ b'c" 

d'où l'on tire, en ordonnant par rapport aux accents, 
db'c^ — dd b" -+- cd' b" — hd'(f + cb'd" — bddT 



X 



ab' c" — ad b" -f- ca' b" — ba' d' + cb' a" — bd a" 



Pour déduire de cette formule la valeur de j^, il suffit de 
changer a en i, i en c et c en a. En eflFet, par ce change- 
ment, les équations (i), (2), (3) fourniront pourj^ la va- 
leur qu'elles fournissaient avant pour x^ et pour z la valeur 
qu'elles fournissaient pour j^. Enfin on pourrait aussi se 
contenter de changer a en & et & en «. 

Ce qui est remarquable, c'est que par ces changements 
le dénominateur de la valeur de x ne change pas, en sorte 
que les trois inconnues ont le même dénominateur. Le 
numérateur d'une inconnue ne diflFère du dénominateur 
que par le changement en d de la lettre qui sert de coeffi- 
cient à cette inconnue dans les équations (i), (2), (3); 
nous généraliserons plus loin ces résultats. 



CHAPITRE y. 95 

Y. — DISGVSSIOH DES CAS OUI PEUYEn SE PBÉSEHTEB DAIS 
LA BÉSOLUnOH D'UN STSTÉME DE DEUX ËanATIOHS A DEUX 
nfCONNUES. 

Reprenons les équations dont il a déjà été question, 

(i) ax + hy =c, 

(2) a'x-^-b'yzzzc , 

Ces équations renferment toutes les équations numériques 
à deux inconnues et du premier degré que l'on pourrait 
se proposer de résoudre ; il suffît pour cela d'attribuer à 
a, J, a', 5', c et c' des valeurs convenables, nulles au 
besoin. 

Multiplions par b' la première équation et par b la se- 
conde; en retranchant alors membre à membre, il vient 

(3) [ab' ^ba')x=icb''^bd. 

Jusqu'ici nous avons implicitement supposé que b et V 
n'étaient pas nuls à la fois ; sans quoi nous aurions fait une 
opération illusoire conduisant à l'identité 

= 0. 

Nous allons supposer aV — 5«' diflFérent de zéro, et alors 
l'équation (3) donnera 

, , . cb' — bc' 

On trouverait de même, en supposant que a et a' ne sont 
pas nuls à la fois, 

, -,. ac' — ca! 

(5) y = 



ab' — ba' 
Ces formules montrent que, si aV — bJ est différent de 
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zéro, le système des équations (i) et (2) admet toujours 
une solution et une seule ; car les hypothèses que nous 
avons faites, que a et al ne sont pas nuls à la fois ou que h 
et V ne sont pas nuls à la fois, rentrent dans celle-ci 

ah' — ^fl'^o. 

Supposons actuellement 

(6) ah'-^hd—Oy 

et toutes les quantités a, d^ i, J', c, d diflFérentes de zéro; 
alors les valeurs de x et de j^ se présentent en général sous 
la forme 

m 

o 

Si l'on remonte à l'équation (3), qui a fourni cette va- 
leur de a:, on voit que cette équation se réduit à une ab- 
surdité, puisque son premier membre est nul et que le 
second ne l'est pas en général. Les équations (i) et (2), 
conduisant par des calculs légitimes à une absurdité, sont 
incompatibles; c'est du reste ce qu'il est facile d'établir 
directement. 

I** Nous supposerons le numérateur de la valeur de a:, 
c'est-à-dire le second membre de la formule (3), diflFérent 
de zéro ; nous aurons alors 

(7) ch'—hc'\o. 
Mais de la formule (6) on tire 



(8) 


a h 

a' b" 


et de la formule (7) 




(9.) 


b ^ C 

h'<T 
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et, par conséquent, de ces deux dernières formules. 



a ^ c 



(lO ~>- 



a'<c' 



OU 

ac — cet ^o. 






Cette quantité est précisément le numérateur de la valeur 



m 



àey^ qui va se présenter aussi sous la forme — • Si Ton dé- 
signe alors par p la valeur commune des rapports "it -rn 
on tirera de la formule (8) 

az=zpa\ bz=pb'y 

et de la formule ( 9 ) 

< / 

CypC . 

En portant dans Téquation (i) les valeurs que nous venons 
de trouver pour a el b^ on trouve 

pa X -r-po y = ^>P^ • 

Mais Téquation ( 2 ) multipliée par p donne 

pa x -\- pb y =. pc , 

On voit donc que les équations (i) et (2) impliquent des 
conditions contradictoires, puisqu'elles exigent que la 
même quantité soit à la fois égale et inégale à pc*, 

2® Il pourrait arriver que le numérateur de la valeur 
de X fût égal à zéro; l'équation (3) ne présenterait plus 
rien d'absurde; au contraire, elle se réduirait à l'identité 

= 0. 

La valeur de x prend la forme -5 il est facile de voir que 
dans ce cas les équations (i) et (2) rentrent l'une dans 
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l'autre et que les valeurs de j: et dej^ sont indéterminées; 
nous supposerons toujours les coefEcients a, i, c, a', V, 
d différents de zéro, et la relation 

(6) ah' — ha z=io 

fournira comme plus haut 

Si nous supposons actuellement le numérateur de la va- 
leur de X nul, ou 

(il) ch' — hc •=. o, 

il vient 

i \ c h 

et, en vertu de l'équation (8), 



a 
ou bien 



a c 

"7 "~" ~/ 



ac — cd •==. o, 



et l'on voit que le numérateur de la valeur de y est éga- 
lement nul. Si l'on désigne par p la valeur commune des 

rapports —,^ t7> —/> les équations (ii) et (12) donnent 

a=:pa, h z=: pb' y c±=.pc. 

Si l'on porte ces valeurs de a, i, c dans l'équation (i), on 

trouve 

pa X -^ph' y =^ pc , 

équation que l'on déduit en multipliant par p l'équa- 
tion (2). On voit qu'en réalité on n'a qu'une seule équa- 
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tion entre x et j^ ce qui est insuffisant pour déterminer 
ces inconnues, puisque alors on peut choisir Tune d'elles 
arbitrairement • 

Il reste maintenant à examiner les cas où quelques 
coefficients des équations (i) et (2) seraient nuls ; mais, 
auparavant, observons que les formules (4) et (5), qui 
font connaître x et j^, satisfont aux équations (i) et (2) 
toutes les fois que aV — ba! n'est pas nul. Nous suppo- 
serons donc 

(6) ay — ba' = o. 

I® Si aucun des coefficients a, i, a', i' n'est nul, on 
tire de cette équation, comme nous avons vu plus haut, 

a:=ipa, b = pb j 

et, si c seul est nul, on voit que les équations (i) et (2) 
sont incompatibles, et les inconnues se présentent sous la 

forme — Si c et c' sont nuls tous deux, les équations (i) 
et (2) rentrent Tune dans l'autre, et les inconnues se pré- 
sentent sous la forme -» 

o 

2** Supposons a = o; alors l'équation (6) montre que 
a' ou b doit être nul; si c^ est nul, on n'a plus, à propre- 
ment parler, deux inconnues dans les équations (1) et (2), 
qui ne peuvent déterminer x et qui sont surabondantes 
pour déterminer j^, à moins que ces deux équations ne 
soient une conséquence l'une de l'autre. Dans ce cas, les 
formules (4) et (5) donnent des résultats de la forme 

m o 

X = —9 Y z=z — 
O O 

Dans le cas où cb^ — bc = o, o: se présente aussi sous la 
forme — Cependant, dans ce cas, la valeur de y est par- 

L. — Algèbre f I. ^ 
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faitement déterminée, puisque —, est égal av.; les équa- 
tions (i) et (3] rentrent l'une dans l'autre et sont à une 
seule ÎDConnue. La formule itlusoire 



!k lacpielle on arrive, tient à ce que l'équation (5) a élé 
ibtenue en multipliant par a' et a les équations (i) et (2). 
Or a et a! sont nuls ; ou a donc fait des calculs illusoires. 
Si l'on supposait b=o avec a^o, l'équation (i) se 
^duirait à l'absurdité c = o, à moins que c ne fût natu- 
i^Uement nul. Lorsque c est différent de zéro, les équa- 
tions (4) et (5) donnent 



lorsque c est nul, on a au contraire 



3° Supposons a ^ o avec a' ^ o et è' =; o. Dans ce cas, 
les équations (1) et {2) se réduisent à une absurdité, à 
moins que (/^ 0, et à une équation à une inconnue 

hy=c. 

Les formules (4) et (5) donnent, dans ce cas, 

i — pourc'^o, c^o, 
- pour c' ^ o ou c=zo. 



■/•^>'- 
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4^ Si Fon a a = o, al =o^ i = o, i' = o, les équa- 
tions (i) et (2) sont absurdes ou illusoires et les for- 
inules (4) et (5) donnent 

o o 

o o 

De cette discussion résulte que, si Ton a réellement deux 
équations à deux inconnues ne présentant rien de contra- 
dictoire et ne rentrant pas Tune dans l'autre, les formules 
(4) et (5) pourront servir à résoudre le système (i) et (2). 
Nous avons , en effet, examiné tous les cas possibles , à savoir : 

1° Aucun des coefficients a, b, a\ b' 
n'est nul. 

2° Un coefficient d'inconnue nul com- 
prenant l'un des deux suivants : 
> ' j ^' Deux coefficients appartenant à la même 



n. ab' — ba' = o. 



inconnue nuls. 
b. Deux coefficients n'appartenant pas à la 
même inconnue nuls. 
3° Trois coefficients nuls. 
4° Quatre coefficients nuls. 

Dans chacun de ces cas, nous avons supposé c et </ nuls 
ou différents de zéro, et toujours la condition ai' — bal = o 
nous a conduit à affirmer que les équations (i) et (2) étaient 
incompatibles ou insuffisantes. 

Vn. — DES PROBLÈMES D'ALGÈBRE QUI GONDïïISEirT 
A DES ÉaUATIOHS DU PREMIER DEGRÉ. 

Pour résoudre un problème dans lequel le résultat 
cherché est un nombre ou même se compose de plusieurs 
nombres, on désigne les inconnues, c'est-à-dire les quan- 
tités à déterminer, par des lettres ; puis on suppose les 



I 

I 
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résultats connus et l'on indique, à Taide des signes algé- 
briques, les calculs qu'il faudrait eflFectuer sur les lettres 
qui désignent les inconnues pour vérifier qu'elles sont 
bien les solutions du problème : on arrive ainsi à des équa- 
tions que l'on essaye de résoudre. Lorsque ces équations 
peuvent être résolues, les solutions que l'on en déduit 
sont ordinairement celles du problème que l'on a mis en 
équation : je dis ordinairement, parce qu'il arrive quel- 
(juefois que les équations auxquelles on est conduit four- 
nissent non-seulement la solution cherchée, mais encore 
des solutions étrangères à la question que l'on traite. Nous 
né pouvons pas à présent donner la raison de cette ano- 
malie, sur laquelle nous aurons bien souvent l'occasion 
de revenir. Donnons quelques exemples. 

Problème I. — La somme de deiix nombres est 18, leur 
différence est 6 : trouver ces deux nombres. 

Soit X le plus petit des deux nombres ; le plus grand 
sera x-^Q, puisque leur différence est 6, et, comme leur 
somme fait 18, on doit avoir 

.r -h a: -4- 6 = 1 8, 
d'où l'on tire 

j? = 6. 

Ainsi le plus petit des deux nombres est 6, le plus grand 
est donc 12. 

Problème II. — Dans quel système de numération le 
nombre i5 est-il représenté par 23? 

Ici l'inconnue est la base ; désignons-la para:. Le nombre 
total des unités contenues dans 23 est de deux fois la base 
augmentée de 3. On a donc 

2a:-4- 3 =r i5, 
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d'où Ton tire 

a:=:6. 

Ainsi la base du système cherché est 6. • 

Problème III . — Un marchand vend en deux jours 
600 oranges et reçoit en tout 4o francs, à savoir 0.0 francs 
par jour ; mais le second jour il vend ses oranges deux 
fois meilleur marché que le premier : on demande à quel 
prix il a vendu ses oranges et combien il en a vendu 
chaque jour. 

Soit X le nombre des oranges vendues le premier jour; 

le prix de ces x oranges est de 20 francs ; donc le prix 

20 
d'une orange est — pour le premier jour. 

Le second jour, il vend le reste de ses oranges, c'est- 
à-dire 600 — a: pour 20 francs; donc le prix d'une orange 

est alors 7; ; mais, comme elles sont deux fois meil- 

000 X 

leur marché que le premier jour, on doit avoir 

20 20 



.X 600 X 

En multipliant par — ^^ les deux membres de cette 

^ ^ 20 

équation, on risque d'y introduire les solutions j:=o ou 

X =: 600 ; mais il n'en est rien. En effet on trouve 

600 — X=2X 

ou 

X = 200. 

Ainsi, le premier jour, il a été vendu 200 oranges; par 
conséquent, on en a vendu 4oo le second jour. Le premier 
jour, le prix d'une orange était o*', 10; le second jour, il 
était o'^'joS. 



ra rV. — Detuc joueurs ont gagné 6000 francs 
X en deux parties; après la première partie, 
; premier joueur est triple de celui du second; 
■ donne alors looa francs au second; après la 
irtie, le premier joueur a gagné deux fois plus 
jnd, mais il lui donne encore la moitié de son 
'S quoi ils se trouvent chacun en possession de 
js: on demande quel a été le gain de chaque 
3 fin de chaque partie. 

; gain du second joueur après la première partie, 
i premier sera 3^:; soit y le gain du second 
I Ha de la seconde partie, le gain du premier 
h le gain total des joueurs fait 6000 francs; on 

a; -t- 3x-^x -^ 3j' 3:6000, 

în de la première partie le second joueur pos- 
000, puisqu'il a reçu 1000 francs; à la tin de la 
ariie, il possède d'abord x+iooo, plus son 
us la moitié _^ du gain du premier; il a donc 

X ■+■ 1000 + 7 + j = 3ooo. 
ons (i) et {2) peuvent s'écrire 
/^x -{- 3y := 6000, 

ces équations 



Lin du premier joueur est de 3x ou 3()oo francs 
•emière partie, et de ajf ou 800 francs après la 
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seconde; le gain du second est de 1200 francs après la 
première partie et de 4oo francs après la seconde. 

Problème V. — Un nombre se compose de trois 
chiffres; la somme de ses chiffres est 11; le dernier 
chiffre est double du second diminué du premier et de i ; 
enfin, en ajoutant 198 à ce nombre, on retrouve le 
nombre reny^ersé : quel est ce nombre? 

Soient X le chiffre des unités, y celui des dizaines, 
z celui des centaines; la somme des chiffres étant 11, on a 

(1) z-i- j -|-j: = Ti; 

le dernier chiffre étant double du second diminué du pre- 
mier et de I , on a 

(2) X=2(/ — 3 — l). 

Enfin le nombre lui-même est looz^ loy-^-x) en lui 
ajoutant 198, on doit trouver le nombre renversé, c'est- 
à-dire IOOZ4- loy-^z. On a donc 

(3) looz -4- loj 4- 0:4- 198 = looar -H loj -h z. 

Les équations (i), (2), (3) peuvent s'écrire ainsi : 

(4) X-h7--h 2 = 11, 

(5) ,T — 2J-4-2Zr=: — 2, 

(6) 99-^ — 992 = ^98- 

L'équation (6) donne immédiatement 

(7) X — 2=2. 

En multipliant l'équation (4) par 2 et en l'ajoutant avec 
l'équation (5), on trouve 

(8) 3dî H- 4^ = 2^» 



1 
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Des équations (7) et (8) on tire 

a? = 4i 2 = 2, 

et l'équation (4) donne alors y = 5; ainsi le nombre 
cherché est 254* 

¥ni. — OrrERFBÉTATIOH DES SOLUTIOHS HÉGATITES. 

Il peut arriver que les racines d'une équation ou d'un 
système d'équations soient négatives : si le résultat de- 
mandé dans le problème dont ces équations sont la tra- 
duction est une quantité algébrique, le problème ne pré- 
sente rien d'absurde ; mais, si le résultat cherché est un 
nombre concret, le problème que l'on a mis en équation 
n'admet pas de solution. Il pourrait même arriver que le 
problème fût impossible, quoique les équations du pro- 
blème fussent des nombres positifs : c'est ce qui arriverait, 
par exemple, si les solutions du problème que l'on veut ré- 
soudre devaient être des nombres entiers ou des nombres 
compris entre des limites données. 

Mais nous nous attacherons surtout à la discussion des 
solutions négatives, parce qu'elles donnent lieu à une théo- 
rie qui exerce une influence capitale sur toutes les branches 
des Mathématiques. 

Commençons par essayer de résoudre le problème sui- 
vant: 

Un père a 68 ans, son fils en a 40 : on demande au 
bout de combien de temps l'dge du père sera le double de 
celui dujils. 

Désignons par x ce temps ; au bout du temps Jc, le père 
aura 68 4- ^ années, le fils 4o -+- x, et l'on doit avoir 

(i) 68-+- Jî = 2{4o 4- j:); 
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en résolvant celte équation, on trouve 

(2) X ■=. — 12. 

Ce résultat prouve que Téquation (i), qui est la traduc- 
tion du problème en langage algébrique, n'admet pas de 
solution positive ; en d'autres termes, le problème n'admet 
pas de solution. Et en effet, l'âge du père n'étant pas le 
double de l'âge du fils, il ne le deviendra jamais, et le 
rapport des deux âges se rapproche toujours de i. 

La solution négative x-= — 12 n'est cependant pas 
aussi absurde que l'on pourrait croire au premier abord. 
En effet, changeons x en — 3(!\od sera égal à 12, et l'équa- 
tion (i) deviendra 

(3) 68— a:' = 2(4o-x'), 

et cette dernière équation admet évidemment pour solu- 
tion a/=i2. L'équation (3) est la traduction algébrique 
du problème suivant ; 

Un père a 68 ans, son fils en a 4o i à quelle époque 
l'âge du père a-t-il été le double de celui dujils? 

Nous trouvons alors pour réponse i il y a 12 ans. 

En général, toutes les fois que l'on trouve une solution 
négative à un problème, il faut changer le signe de la lettre 
qui représente l'inconnue dans l'équation à laquelle conduit 
le problème ; la solution négative devient alors positive, et, 
est le plus souvent la réponse d'un problème analogue à 
celui qui a été posé, et dont l'équation modifiée est la tra- 
duction algébrique. 

Observons qu'à l'aide d'une simple convention deux 
problèmes peuvent être compris sous le même énoncé. 
Reprenons le problème de tout à l'heure ; posons-le en ces 
termes : 
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Un père a 68 ans, son fils en a ^o : quand l'âge du 
père sera-t'il ou a-t-il été le double de celui du fils? 

Ainsi posé, le problème est en quelque sorte double; 
mais si nous convenons de regarder comme positif le 
temps à venir, comme négatif le temps passé, si nous 
convenons, en un mot, que les locutions dans — N an- 
nées et il y a N années soient équivalentes, nous raison- 
nerons ainsi qu'il suit : soit x le temps positif ou né- 
gatif au bout duquel Tâge du père sera le double de celui 
du fils. 

Au bout du temps x, le père aura 6%-{-x années ; ceci 
est évident si Tâge du père devient dans Favenir double 
de celui du fils. Dans le cas où Tâge du père a été le double 
de celui du fils, 68 4- a: représente encore l'âge du père 
lorsqu'il est le double de celui du fils, car, x* désignant la 
valeur absolue de x, cet âge est 68 — x', c'est-à-dire 
68-f-j:. De" même, à l'époque cherchée, l'âge du fils est 
^o-{-x\ or on doit avoir 

68 4-x= (4o -4- j:) X 9.. 

Comme on trouve x= — 12, on en conclut que l'âge du 
père a été, il y a douze ans, double de celui du fils. 

En Algèbre, lorsqu'une quantité variable peut être 
comptée dans deux sens opposés, comme le temps dans 
le présent ou dans l'avenir; les longueurs sur une même 
ligne à partir d'un point fixe ; la fortune d'un négociant 
qui peut être active ou passive, etc., on • convient de re- 
garder comme positives les grandeurs comptées dans un 
sens et comme négatives les grandeurs comptées dans 
l'autre ; l'avantage que l'on retire de cette convention est 
de comprendre sous un seul énoncé plusieurs cpiestions 
du même genre. 

Problème des courriers. — Deux mobiles A ei B partent 
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simultanément de deux points V et (^ et cheminent sur 
la droite PQ, le premier parcourant a mètres par se- 
coude, le second h mètres par seconde; la distance PQ est 
de l mètres : on demande à quelle époque leur rencontre 
a lieu. 

Convenons de regarder comme positives les distances 
parcourues dans le sens PQ et comme négatives les dis- 
tances parcourues dans le sens QP ; convenons de regarder 
les temps passés comme négatifs, les temps à venir comme 
positifs. 

Soit a: la distance à laquelle la rencontre a lieu, comptée 
à partir du point P, le sens positif étant toujours PQ ; nous 
désignerons par R le point de rencontre ; la distance PR 
est égale en valeur absolue au temps employé à la par- 
courir, que nous désignerons par t multiplié par a, en 
sorte qu'en valeur absolue on a 

(i) xz=at. 

Voyons si cette égalité a encore lieu quand on a égard 
aux signes. 1° Supposons a ei t positifs. Si a est positif, 
le point A se meut de P vers Q ; si é est positif, la ren- 
contre aura lieu. Donc le point R est placé du côté de Q 
par rapport au point P, comme dans la^g^. i; par consé- 
quente est positif, et par conséquent la formule (i) est 

Fig. I. 



B Q R' 



exacte. 2® Si a est positif, mais t négatif, le point A se 
meut dans le sens PQ, mais la rencontre a eu lieu. Le 
point R, cette fois, se trouVe du côté opposé à Q par rap- 
port à P, comme dans \difig. 2 ; alors x est négatif, at est 
négatif aussi; donc la formule (i) convient encore à ce cas. 
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3** Si a est Dégatif et t positif, la rencontre aura lieu, 
mais le point A se meut dans le sens QP, en sorte que R 
se trouve encore placé comme dans \di fig, 2, et x est 
négatif ainsi que at. La formule (i) convient encore à ce 

Fig. 2. 



R V Q 



cas. 4** Si a et f sont négatifs tous deux, la rencontre a 
eu lieu, et, comme le point A se meut dans le sens QP, 
le point R se trouve placé comme dans la fig, i ; a: est 
donc positif comme at , et la formule ( i ) est encore 
exacte dans, ce cas. 

Si nous désignons par y la distance parcourue par le 
point B entre Q et R, une discussion analogue à la pré- 
cédente fournit l'équation 

(2) X = ht. 

Gela posé, je dis que l'on a 

(3) a:^y = l. 

Cette équation est évidente si a: et j^ sont positifs tous 
deux, car alors le point de rencontre se trouve placé 
comme le point R' de la fig, i , et Ton a 

PR' — QR' = PQ 

ou 

Mais, si la rencontre a lieu entre P et Q au point R de la 

Jig, I, on a 

PR -+. RQ = PQ. 

MaisPR = a:, RQ== — y, puisque j^ est négatif, etPQ=*; 
on a donc 



' 






f 
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Enfin ^ si lé point de rencontre se trouve placé comme le 
point R de \^fig* 2, on a 

QR — PR = PQ. 

Ici on a 

QR = — j, PR=— ^, et PQ = /; 

donc 

la formule (3) peut donc être considérée comme parfaite- 
ment établie. Pour résoudre le système des équations (i), 
(2), (3), il suffit de retrancher l'équation (2) de l'équa- 
tion (i) ; il vient alors 

et, en comparant avec l'équation (3), 

l=z[a — b]t, 

d'où 

(4) t= ^ 



a — h 



Les équations (i) et (2) donnent alors 



al hl 



' r = 



a — h a — h 

Proposons-nous de résoudre la question suivante : 

Deux mobiles partent simultanément de deux points P 
et Q; ils marchent à la rencontre l'un de l'autre. Le 
premier parcourt 10 mètres par seconde^ le second 
4o mètres ; la distance PQ est de 1 2S0 mètres : au bout 
de combien de temps se rencontreront-ils? 

Pour trouver ce temps, il suffit de faire dans la for- 
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mule (4) l égsd à i25o, a égal à lo et & égal à — \o\ on 
trouve ainsi 

i25o 



lo -f- 40 



= 25. 



Bien que le problème des courriers soit éminemment 
propre à mettre en évidence les avantages que l'on tire de 
l'interprétation des quantités négatives, nous allons encore, 
traiter une question d'Arithmétique d'une grande impor- 
tance et qui se trouve considérablement simplifiée par les 
théories précédemment exposées : je veux parler de l'étude 
des erreurs relatives. 



DE. -— THÉORIE DES EBBEURS RELATIVES. 

Lorsque l'on ne peut pas calculer exactement un nombre, 
on cherche à en approcher; la différence entre le nombre 
exact et le nombre approché porte le nom à^ erreur absolue. 
Cette erreur peut être par excès ou par défaut, selon que 
le nombre approché est plus grand ou plus petit que le 
nombre exact. Nous regarderons comme positives les er- 
reurs par excès et comme négatives les erreurs par défaut, 
en sorte que, A étant le nombre exact, a le nombre ap- 
proché, l'erreur sera toujours en grandeur et en signe 
a — A. 

On appelle erreur relative l'erreur absolue divisée par 
le nombre exact. 

Théorème L — L'erreur relative d'un produit de deux 
facteurs est égale à la somme des erreurs relatives de 
ses facteurs augmentée du produit des jnémes erreurs. 

En effet, soient A et B les facteurs exacts du produit, 
a et |3 les erreurs absolues de ces mêmes facteurs; les 
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nombres approchés aei b seront donnés par les formules 

fl = A H- a, 

Quels que soient les signes de a et j3, on déduit des éga- 
lités précédentes 

En retranchant AB aux deux membres de cette équation 
et en divisant par AB, on a 

ab — AB _P a «S 
ÂB "~B~^Â~^Âb' 

Si l'on observe que ab — AB est en grandeur et en signe 

l'erreur absolue du produit, — — - — désignera son erreur 

AB 

relative, - > ~ seront les erreurs relatives de ses facteurs, et 
A B 

l'égalité précédente démontre le théorème énoncé. 

On voit encore dans cet exemple combien l'usage des 

quantités négatives simplifie l'énoncé des théorèmes et leur 

démonstration. 

Théorème II. — L' erreur relative d'un quotient est 
sensiblement égale à la différence des erreurs relatiy^es 
du dividende et du diviseur. 

Soient D le dividende exact, d l'erreur; A le diviseur 
exact, d l'erreur ; Q le quotient exact, q l'erreur : on a 



(') 


- 


«=^- 


le quotient 


approché 


est 

D-f-rf 

• 



s' 



ii4 
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on a donc 






D-f-rf D 

^ A -t-(y a' 


ou bien 




(2) 


rfA — ^D 

9 A / A 1 J?\ * 



Si nous divisons les équations ( i ) et (a) membre à membre, 
il vient 



(-^) 



Le premier membre de cette équation est Terreur relative 
du quotient, le second membre doit donc être une autre 
expression de cette erreur. Il est sensiblement égal à 



D d' 



si l'on observe que — est en général très-petit, ce qui dé- 
montre le théorème en question. 

Z. — DES SOLUTIONS DE LA FOBME - • 

o 

Rappelons que Ton appelle limite d'une quantité va- 
riable une quantité fixe dont cette quantité variable peut 
s'approcher indéfiniment, c'est-à-dire de telle sorte que 
la différence entre ces deux quantités puisse être prise 
moindre en valeur absolue que toute quantité donnée. 

On dit qu'une quantité variable est infinie quand on a 
l'intention de la faire croître indéfiniment; ainsi il est 
absurde de dire qu'une quantité qui ne varie pas est in- 
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finie, et zéro peut être une valeur particulière dîune 
quantité infinie. On voit quelle différence il existe entre 
rinfini métaphysique, qui est une chose complètement 
vague et incompréhensible, et l'infini. mathématique, qui 
se définit d'une manière très-précise. 

On dit qu'une quantité est infiniment petite quand elle 
a zéro pour limite. 

Le symbole — peut se présenter comme solution d'un 

problème et représente alors V infini; mais cette locu- 
tion ne présente aucun sens si on la prend à la lettre, et 

la solution — ne sera censée représenter l'infini que si au 

zéro on substitue mentalement une quantité variable et 
infiniment petite. Essayons de nous faire comprendre par 
un exemple : 

Concey^ons un courrier A marchant av^ec une vitesse 
de a mètres par seconde dans le même sens quun cour^ 
rier B parcourant h mètres par seconde : on demande à 
quelle époque ils se rencontreront, la distance à laquelle 
ils se trouvent l'un de Vautre étant l au moment du 
départ. 

Nous avons déjà résolu ce problème, et, en désignant 
par^ le temps qui s'écoule depuis le moment du départ 
jusqu'au moment de la. rencontre, on. a 

t=: 



Si dans cette formule on fait a = bj on trouve 



^=-; 



o 



on peut alors dire que les courriers se rencontrent à l'in- 

L. — Algèbre, I. 8 
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fini; mais voici ce qu'il faut entendre par cette locution. A 
proprement parler, ils ne se rencontrent pas du tout quand 
a=:i, c'est-à-dire quand ils marchent tous deux avec la 
même vitesse; mais, si au lieu de faire brusquement a = J 
on suppose a fixe et h variable, a — h prendra diverses va- 
leurs, et l'on voit que t deviendra d'autant plus grand que 
a — h sera plus petit, car une fraction est d'autant plus 
grande que son dénominateur est plus petit, et croît au 
delà de toute limite quand son dénominateur tend vers 
zéro, c'est-à-dire à^wienl infiniment petit. Ainsi, dire 
pour a = b, t est infini, c'est énoncer d'une manière 
abrégée la proposition suivante : 

Le temps au bout duquel la rencontre des courriers a 
lieu croit au delà de toute limite à mesure que la diffé- 
rence des espaces a et b parcourus dans une seconde tend 
"verszéro. 

L'infini se désigne ordinairement, d'après Wallis, parle 
symbole oo ( * ) . 

S. — THÊOBÊHES SUR LES LIUTES. 

Théorème I. — La limite d'une somme algébrique est 
égale à la somme algébrique des limites de ses parties. 

Soient, en effet, Xj j, z, ... des quantités variables, 
a, b, c, ... leurs limites respectives ; soient enfin a la 
difîere»ce a — jc, (3 la difi*érence b — j^ . . . , on aura 

a=a: -h Kf ^ ^JK -i- jS, ...» 
d'où 



(*) Le signe oo chez les Romains représentait mille, et mille voulait quel- 
quefois dire un nombre très-grand. (Prouhbt.) 



J 
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mais a, j3, ... peuvent être pris chacun moindres que 
toute quantité donnée, puisque ces quantités représentent 
les différences entre les variables et leurs limites; si 
donc les quantités x, y, Zy ... sont en nombre limité, 
a, P, ... seront en nombre limité, et leur somme pourra 
être rendue moindre que toute quantité donnée, ce qui 
revient à dire que a -H è -f- ... et x -+-j^ H- . . . peuvent 
différer Tun de l'autre d'aussi peu que l'on veut; en d'autres 
termes, on a 

a + ^ H- . .. = lim(^ H-j^ -t- . . .). 

Il est essentiel de remarquer que nous avons supposé le 
nombre des parties de la somme variable limité ; s'il n'en 
était plus ainsi, le théorème précédent pourrait tomber en 
défaut : c'est ce que nous établirons nettement un peu 
plus tard. 

Théorème II. — La limite d'un produit de plusieurs 
facteurs est égale au produit des limites de ces facteurs. 

Pour le démontrer, désignons par x, jj Zy ... les fac- 
teurs variables, par a, b, c, ... leurs limites respectives ; 
posons 



X — <2 = a, jr — b = py z — c 



• • • t 



a, j3, y, ... pourront être pris aussi petits que l'on voudra, • 
et l'on aura 

OU bien 

xyz. ..=(a-4-a)(^-h|3)(c-f-7).... 

Si l'on effectue les multiplications indiquées, on trouve 

xjrz . . , = abc . . . -h «, 

8. 



désignant un ensemble de termes dans chacun desquels 
tre comme facteur l'une des quantités a, ^, y, , . . ; 
acun de ces termes peut donc être pris aussi petit que 
in veut, et leur somme a par conséquent aussi ; donc la 
Kérence a entre œyz. . . et abc. . . peut être prise aussi 
tite que l'on veut; en d'autres termes, xyz. . . a pour 
Dite abc. ... c. Q. F. D. 

Il faut observer que, en supposant que nous pouvions 
endre o> moindre que toute quantité donnée, nous 
ons implicitement admis que le nombre des termes 
ntenus dans u était limité, ce qui suppose enfin le 
imbre des facteurs x,j,z, ... limité. 

Théorème III. — La limite d'un quotient est égale au 
lotient des limites du dividende et du diviseur. 

En effet, soient D le dividende, d le diviseur, q le quo- 
;nt; on a 

D = dq, 
lim D := lim (/? ^ lim ff lim 9 , 

OÙ 



xu. — SUS US soLimoiis se u fobu -, ~ , ■ • ■ 

o ao 

En résolvant l'équation d'un problème, on peut trouver 

le solution de la forme - ; en général, ce symbole indique 

le indétermination dans les équations du problème, et 
u- suite dans le problème lui-même. Toutefois, la solu- 
on que l'on trouve ainsi peut provenir d'une solution 
lus générale dans laquelle on a donné des valeurs parti- 
ilières à certaines lettres qui entraient conune données 
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dans le problème ; il peut arriver alors que le problème ne 
soit pas réellement indéterminé : c'est ce que nous allons 
constater sur un exemple. 

Problème. — Du sommet d'un angle droit DOA comine 
centre on décrit un cercle {fig' 3 ) ; par deux points MetN 

Fîg. 3. 




de ce cercle on fait passer une droite MN ; les distances MP 
et NQ des points M et N à la droite OD sont respective^ 
m^nt det$^y le rayon du cercle est a : on demande de cal- 
culer la ligne AO. 

Désignons AO par x. Les triangles ABM, MGN, sem- 
blables, donnent 

AB MC 



BM CN 



ou 



x — § 



yja^ _. $t y^^î _ ^t _ ^^t _ ^% 



Cette équation donne 



(0 



(^«-^')^aî_ 



y'«2__^'«^^flî__ J« 



Si Ton fait (î .= 5', on trouve 



o 
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La ligne AO, dans le cas que nous considérons, est réelle- 
ment indéterminée, puisque toute droite passant en M 
passe aussi en N lorsque â est devenu égal à 9 ; cependant 
le point A tend vers une position limite à mesure que le 
point N s'approche de N; cette position limite est l'endroit 
où la tangente au cercle en M vient rencontrer OA : la 
quantité jc a donc une valeur limite que l'on peut se pro- 
poser de déterminer à l'aide de la formule (i). Pour y ar- 
river, il sufBt de multiplier par ^a^ — $'- -f- ^a^ — $^ les 
deux termes de la fraction qui entre dans la formule (i); 
on trouve ainsi 

ou bien 



x = ff-\- 



^-h(y' 



Les deux membres de cette formule sont constamment 
égaux : donc leurs limites sont égales ; or la limite de la 
fraction qui entre dans la formule précédente est égale au 
quotient des limites de ses deux termes (th. III, p. ii8); 
la limite de yja^ — d'^, quand ^ tend vers î, est y/a^ — ja^ 
comme il est facile de le prouver par un raisonnement 
très-simple ; donc enfin 



ou 



s/a^ ^* X ^ v/«' ^' 




2(y 


hmx— y, 





I 

! tement. 



résultat exact, ainsi qu'il est facile de le constater direc-. 



Il serait difficile de donner des règles précises pour 






•^ V .) v"'??? 






00 
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lever rindétermination apparente que Ton rencontre dans 
la résolution des problèmes. Le plus souvent les quantités 

limites qui se présentent sous la forme - ou même 

prennent des valeurs déterminées après la suppression 
d'un facteur commun aux deux termes de la fraction, qui 

, . G GO 

devient - ou — 

O 00 

Ainsi, par exemple, l'expression — 5 qui repré- 
sente l'aire d'un trapèze dont la hauteur est h et dont 



i^« 



les bases sont a et è, se présente sous la forme - quand on ^ 

y fait a = bj c'est-à-dire quand le trapèze devient un paral- 
lélogramme; cette indétermination apparente, ou plutôt ^ 

cette absurdité apparente, disparaît lorsqu'on a supprimé j 

a^ __ ^î 

aux deux termes de la fraction 7- le facteur a — b, 

a — o 

L'aire du trapèze prend alors la valeur 

Cette dernière expression est toujours égale à la pré- 
cédente; leurs limites sont donc égales lorsque l'on fait 
tendre b vers a, et l'on trouve, dans ce cas, 

r= ah ; 

2 

c'est l'expression connue de l'aire du parallélogramme. 
Proposons-nous de trouver la limite vers laquelle tend 

l'expression 

n -f- 1 

■■ ■ ■■■■ • 

n — 1 
Lorsque n augmente indéfiniment, cette expression est 
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une de celles qui se présentent sous la forme — • On a 



I 

« H-i n 



n — I I 
I 

n 



donc 

I -h 

= lim 
n — I 



,. rt-f-i ,. 
lim = lim 



I H — lim ( I H — I I -f- lim - 

n \ nj n 

lim ( I ) I — lim - 

n \ nJ n 



EXERCICES. 

\ . Diopbante passa dans sa jeunesse le - de l'âge qu'il vécut, — 

dans l'adolescence : ensuite il se maria et passa dans cette union le - 

7 
de sa vie augmenté de 5 ans avant d'avoir un fils, auquel il survécut 

de 4 ans, et qui n'atteignit que la moitié de l'âge où son père est 

parvenu. Quel âge avait Diophante lorsqu'il mourut? (Traduction d'un 

passage grec trouvé dans un Recueil d'épigrammes. ) 

2. a bœufs en /iz jours ont mangé a mètres carrés d'herbe; b bœufs 
en n jours ont mangé ^ mètres carrés d'herbe : combien c bœufs en 
/? jours mangeront-ils d'herbe, en admettant que l'herbe croisse pendant 
qu'ils mangent? (Posé en d'autres termes dans V Arithmétique univers 
selle de Newton.) 

3. A quelles heures ont Heu les rencontres des aiguilles d'une 
mpntre ? 

L'aiguille des heures, celle des minutes et celle des secondes peuvent- 
elles se rencontrer ailleurs que sur midi ? 

4. Un homme entre dans une église avec une somme composée de 
pièces de 2^*^; il donne aux pauvres autant de sous qu'il a de pièces 
de a'""; Dieu change les pièces de a^" qui lui restent en pièces de 5''; 
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rhomme rentre chez lui avec le double de ce qu'il avait en entrant 
dans l'église, après avoir dépensé 7 pièces deô'*" : quelle somme avait-il 
d'abord? 

Les quatre problèmes suivants sont extraits de l'Algèbre d'EuIer, 
où le lecteur pourra trouver des énoncés très-originaux. 

5. Quelqu'un a deux gobelets d'argent avec un seul couvercle pour 
tous les deux; le premier pèse 12 onces, et si l'on y met le couvercle il 
pèse deux fois plus que l'autre gobelet ; mais, si l'on couvre l'autre 
gobelet, celui-ci pèse trois fois plus que le premier : trouver le poids 
du second gobelet et celui du couvercle. 

6. Un père laisse à sa mort quelques enfants avec un bien qu'ils 
partagent comme il suit : 

Le premier reçoit 100 écus, plus la dixième partie du reste. 
Le deuxième » 200 '> • » 

Le troisième » 3oo » 9 

et ainsi de suite ; le bien se trouve ainsi également partagé entre tous 
les enfants ; trouver leur nombre et la part de chacun d'eux. 

7. Un capitainea trois compagnies, l'une de Suisses, l'autre de Souabes, 
la troisième de Saxons; il veut donner un assaut avec ces troupes 
et il promet une récompense de 901 écus à distribuer comme il suit : 

Chaque soldat de la compagnie marchant la première à l'assaut 
recevra un écu, et le reste sera distribué également aux autres com- 
pagnies. 

Si les Suisses donnent les premiers, chaque soldat des autres com- 
pagnies reçoit ~ écu ; si les Souabes donnent les premiers, chaque 

soldat des autres compagnies reçoit - d*écu ; enfin, si les Saxons donnent 

les premiers, chacun des soldats des autres compagnies reçoit 7 d'écu : 

4 
de combien d'hommes se compose chaque compagnie? 

8. Une femme porte des œufs au marché; elle en vend à une pre- 
mière personne la moitié plus la moitié d'un œuf, à une seconde 
personne la moitié de ce qui lui reste plus la moitié d'un œuf, à une 
troisième personne la moitié de ce qui reste plus la moitié d'un œuf; 
il se trouve alors qu'elle a tout vendu : combien avait-elle d'œufs en 
arrivant au marché? 



1^4 TRAITE d'algèbre. 

9. Calculer la hauteur d'un triangle, connaissant la base et la lon- 
gueur de la parallèle menée à la distance d de cette base et terminée 
aux deux autres côtés de ce triangle. (Discuter la solution. ) 

10. Calculer les segments interceptés par les bissectrices de l'angle 
d'un triangle sur la base opposée, connaissant les trois côtés de ce 
triangle. 

il. II est bon d'observer et de retenir que le système suivant est 
incompatible ou indéterminé : 

bz— cy = A, 
ex — az = B, 
ajr — bx = Ç,\ 

s'il n'est pas incompatible, on doit avoir identiquement 

«A -4- èB -h cC = o. 
là. Des formules 
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-x' 


y- 

' ca' 


-ac'" 


z — z' a — a' 


r "^^ 


b- 

zx'— 


b' 

xz''^ 


c — 
xy'— 


e 


bd 


cb'~ 


ab' — ba' ~~ rz' — zy* 


■r^ 



(Plucker). 

Le lecteur fera bien de résoudre par l'Algèbre les règles d'intérêt, 
de partages proportionnels et d'alliage ou de mélange; ces dernières 
surtout se résolvent ainsi avec une extrême facilité. Voici du reste 
quelques problèmes que l'on trouve proposés dans les cours d'Arith- 
métique, mais dont la solution dépend facilement des équations du 
premier degré. 

13. Une fontaine coulant seule remplit un bassin en a heures; une 
seconde fontaine coulant seule le remplirait en b heures : combien leur 
faudrait-il de temps pour le remplir si elles coulaient simultanément ? 

14. On a deux billets, l'un de looo^" payable dans 3 mois escompte 
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3 pour loo, l'autre de aSoo'^'' payable dans deux mois; on propose 
d'acheter ces deux billets moyennant une somme de 3409^'' payable 
dans i5 jours : à quel taux se trouverait ainsi escompté le second 
billet ? 

15. Un individu achète une montre et sa chaîne; il dépense ainsi la 
moitié de la somme qu'il possède dans son porte-monnaie ; réfléchis- 
sant qu'il a fait une mauvaise affaire, il revend sa montre aux trois 
quarts du prix où il l'a achetée, et sa chaîne au double du prix qu'il 
l'a payée ; il se trouve alors en possession de 200^'' ; s'il avait revendu 
sa montre 10^"^ de plus et sa chaîne loo^**, il serait rentré dans ses 
fonds : quelle somme possédait-il, et combien a-t-il acheté la chaîne 
et la montre ? 

16. Trouver une fraction qui augmente de — quand on ajoute 3 à 

lo 

ses deux termes et qui diminue de — quand on retranche 2 de ses 
deux termes. 



17. Un enfant a des billes dans chacune de ses mains; s'il en 
retire 4 de la main gauche pour les mettre dans la main droite, il aura 
deux fois plus de billes dans la main droite que dans la main gauche ; 
si au contraire il retire deux billes de la main droite, il aura quatre 
fois plus de billes dans la main gauche que dans la main droite : com- 
bien a-t-il de billes dans chaque main ? 

18. On appelle carré magique une sorte d'échiquier contenant 
/i* cases ; dans chaque case on écrit un nombre, de telle sorte que la 
somme des nombres inscrits dans une même ligne horizontale ou verti- 
cale soit la même quelle que soit la ligne considérée. Voici un exemple 
de carré magique : 



6 

7 
3 


I 
5 

9 


8 
3 

4 



On voit que la somme des nombres placés dans une même rangée 
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horizontale ou verticale donne i5; la somme des nombres placés dans 
une diagonale donne i5 aussi. La formation d'un carré magique dépend 
de la résolution de plusieurs équations du premier degré ; ces équations 
sont en nombre inférieur à celui des inconnues, mais les solutions 
doivent être entières. 

19. AB désignant la distance de deux points comptée de A vers 6 
sur un axe fixe, AB aura un signe et l'on aura AB = — BA ; cela posé, 
prouver que, si Ton a trois points en ligne droite A,B,G, on a toujours 

ABh-BC = AC; 

si l'on a quatre points en ligne droite A,B,C,D, on a 

AB.CD H- AD.BC -h AC.DB = o; 

si P et Q sont les points où les bissectrices de l'angle A d'un triangle 
rencontrent là base BG, on a 

PB.RC^-PC.QB = o. 
SO. Trouver des valeurs dex etjr satisfaisant aux inégalités 

21 . Trouver la limite des quantités suivantes : 

j^ j 

lim pour j: = i , 

,. Ja — yjb , 

lim -r- pour a~ h^ 

a — o 

lim — pour x = « 

x^ — I '^ • 

,. ÛVLX — sinfl 

lim ■ pour X ^ a, 

coso: — cosa ^ 

22. Si l'on joint les milieux A', B', C des côtés d'un triangle ABC, on 
obtient un nouveau triangle A'B'C; si l'on joint les milieux A', B", C 
des côtés de A'B'C, on obtient un nouveau triangle A''B''G", et ainsi de 
suite : prouver que les points A", B", C* ont pour limite pour « = « le 
centre de gravité du triangle. 
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23. Soit X un nombre quelconque ; posons 

1/ i\ 1/ I \ I / i\ 

a\ xj i\ x^J *2\'' ^2/ 

prouver que Xn a pour limite i quand n= <x> . 

24. Inscrire dans un triangle donné un rectangle de périmètre donné. 
(On calculera la base et la hauteur du rectangle en fonction de la base 
et de la hauteur du triangle. ) 

25. Trouver les rayons de deux cercles, connaissant leurs centres 
et les points de concours de leurs tangentes communes intérieures et 
extérieures. 

26. Calculer les côtés d*un triangle, connaissant trois des rayons 
des cercles qui touchent ses côtés. 

27. Étant données les bases et la hauteur d'un trapèze, calculer la 
longueur de la ligne parallèle aux bases qui partage ce trapèze en 
deux parties équivalentes. 

28. Dans quel rapport une droite de longueur donnée, parallèle aux 
bases d'un trapèze, partage-t-elle les côtés non parallèles de ce trapèze ? 

29. Par un point donné, on demande de faire passer une droite qui 
intercepte sur les côtés d'un angle donné deux segments dont la 
moyenne harmonique soit une ligne donnée. 

30. Deux points parcourent des droites OA et OB concourantes 
avec des vitesses « et ô ; ils partent en môme temps de points A et B : 
on demande de prouver qu'au bout d'un certain temps (positif ou 
négatif) ils se trouveront de nouveau à une distance égale à celle qu'ils 
avaient au moment du départ. ( Discuter le résultat. ) 

N. B, — Il est entendu que les questions de Géométrie posées ci- 
dessus doivent être résolues avec le seul secours de l'Algèbre. 

31. Étant donnés quatre points: fixes A, B, C, D dans un plan, pour 
tout point M de ce plan on aura 

a,MX -+- ô.MB^ -+- c.MC* -h d.m^ = p, 
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a, 6, Cj d^ p désignant des nombres qui restent les mômes quand on 
fait varier la position du point M. La condition nécessaire et suffisante 
pour que les points A, B, C soient en ligne droite est que d = o. Étant 
donnés les points A, B, G, déterminer D de telle sorte que 

a= b = c = d. 

32. Étant donnés cinq points ûxes A, B, C, D, Ë dans l'espace, pour 
tout point M on aura 

«.MÂ^ H- ^.MB^ -+- c.MC^ H- rf.MD* H- e,ME" = ;?, 

«, ^, c, c?, e, p désignant des nombres indépendants de la position du 
point M. La condition nécessaire et suffisante pour que A, B, C, D 
soient dans un même plan est e = o. 

33. Trouver un point tel que ses distances à trois droites fixes soient 
proportionnelles à trois lignes données. Discuter la solution. 

34. Trouver dans l'espace un point tel que ses distances à quatre 
plans fixes soient proportionnelles à trois nombres donnés. Discuter la 
solution. 

35. Trouver dans un plan un point tel que ses distances à quatre 
points donnés soient proportionnelles à des nombres donnés. Pourquoi 
le problème n'est-il pas possible quand ces nombres donnés sont égaux ? 
(ro/rn°31.) 

36. Trouver dans l'espace un point tel que ses distances à cinq points 
donnés soient proportionnelles à des nombres donnés. Le problème 
est-il toujours possible ? ( Foir n** 32.) 

37. Sur chaque côté d'un triangle T on donne trois segments, et l'on 
propose de trouver dans le plan du triangle un point tel que, en le 
prenant pour sommet d'un triangle ayant pour base l'un des segments 
en question, les sommes des aires de trois triangles ayant leurs bases 
sur trois côtés différents du triangle T soient les mêmes. 

38. Un cône solide dont la densité est â est posé par sa base sur un 
liquide dont la densité est A > (^ : les dimensions de ce cône étant 
données, on demande de combien il s'enfoncera dans le liquide. 
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CHAPITRE VL 

DES DÉTERMINANTS. 



I. — DÉTlHiTiOMS. 

Lorsque Ton a un système de n^ quantités 



(0 



^11 ^H ^13 



^îl ^22 ^28 



a 



in 



a 



2/t 



a 



m 



a 



ni 



a 



nZ 



a 



nn 



on appelle lignes les rangées horizontales ou, si Ton veut, 
l'ensemble des lettres affectées du même premier indice ; 
les colonnes sont les rangées verticales ou Tensemble des 
lettres affectées du même second indice. Ainsi a/y sera 
Vêlement de la i^^"* ligne et de la /*"® colonne. 

On appelle déterminant (*) du système des n^ élé- 
ments (t) la somme de tous les produits obtenus en pre- 
nant un élément dans chaque ligne et dans chaque co- 
lonne, de telle sorte que dans aucun de ces produits il ne 
se trouve deux éléments appartenant à la même ligne ou à 
la même colonne (c'est-à-dire portant même premier indice 
ou même second indice); chacun de ces produits porte un 
signe déterminé par les considérations suivantes. 



C^) D'après Gauss et Jacobi; résultante d'après Laplace et Cauchy. Gau- 
chy et Jacobi ont aussi employé la dénomination de sommes alternées avec 
la notation 2d=ajj a,,. . .a„„. La dénomination de déterminant est généra- 
lement adoptée. 
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Considérons le produit 

( 2 ) ^xl ^yii ^z\' ' ' ^pra ^qj • • • ^s<f^tt 

de n facteurs, qui fait partie du déterminant; eflfectuons 
les diflTérences des premiers indices dans Tordre où ils se 
présentent, et les différences des seconds indices aussi 
dans l'ordre où ils se présentent (*), et formons le produit 
de ces différences, à savoir : 

i (>3-Ç)(Ç-?),..{T~l).(Ç-ï3)...(T->î)...(T~cr). 

Si ce produit est positif, on donne au terme (2) le 
signe -f- ; on lui donne le signe — dans le cas contraire. 

Je dis que la définition précédente est nette et précise; 
en d'autres termes, je dis que le signe du produit {2) est 
bien déterminé et indépendant de l'ordre dans lequel on 
écrit les facteurs a^-ç, û^,, .... Pour le prouver, il suffit de 
faire voir que le signe en question ne change pas quand 
on intervertit l'ordre de deux facteurs consécutifs quel- 
conques, parce qu'alors on pourra, en intervertissant 
successivement l'ordre d'un certain nombre de facteurs 
consécutifs, faire passer tel facteur à la place que l'on 
voudra. Considérons donc les deux facteurs consécutifs 

du produit (2). Les permuter, c'est permuter dans le 
produit (3) les lettres p el q d'une part dans la pre- 
mière ligne de ce produit, ct et ;j d'autre part dans la se- 
conde ligne du même produit (3); or le changement de 



{*) J'entends par là que, étant donné l'ordre dans lequel les facteurs a 
sont écrits dans le produit ( a ), les différences des indices en question doi- 
vent être faites en retranchant toujours l'indice précédent de l'indice sui- 
vant. 
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p en q altère le signe de la seule diflFérence q — p, qui 
devient p — y ; le changement de ;)( en cy altère le signe de 
la seule différence y^ — cr, qui devient ct — j^; ainsi, la 
permutation des facteurs a^„, a^^^ introduit un double 
changement de signe dans le produit (3), c'est-à-dire 
que, en définitive, ce produit et par suite le produit (2) 
conservent leur signe quand on permute leurs facteurs, 

II. — PROPRIÉTÉS DES DÉTERMINAIITS. 

Théorème I. — Un déterminant conserve sa valeur 
quand ses lignes deviennent colonnes et que ses colonnes 
deviennent lignes. 

En effet, soit D le déterminant des quantités (i), Tf ce 
que devient ce déterminant quand on remplace les lignes 
par les colonnes. D et D' contiennent tous deux le terme 
ajciay^, . ./2^, et dans D comme dans D' le signe est celui 
du produit (3). 

Théorème IL — Lorsque dans un déterminant on per- 
mute deux lignes [ou deux colonnes) y ce déterminant 
se trouve multiplié par — i . 

En effet, soient p et q les numéros des lignes permutées ; 
le déterminant est une somme de termes de la forme 
± . . . cip^a^.^ ...(*) où les points indiquent des lettres man- 
quantes ne portant aucune le premier indice p ou q. En 
permutant les deux lignes en question, on permute dans 
chaque produit les indices p et q; mais alors le signe du 



[*) Nous avons vu que l'on pouvait écrire les facteurs dans un ordre 
quelconque ; nous écrivons alors Télément Up^ à côté de a^^ pour faciliter 
ie raisonnement. 

L. — Algèbre t I. 9 
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produit (3) est changé, en sorte que le signe du terme 
considéré db. . .a^^a^^. . . est simplement changé; cette 
proposition étant vraie pour tous les termes du détermi- 
nant considéré, il en résulte que le signe de ce détermi- 
nant se trouve lui-même changé. c. q. f. d. 

Théorème III. — Un déterminant dans lequel il existe 
deux lignes (^ou deux colonnes) identiques est nul. 

En eflfet, supposons que la /?'*™*' et la ^**'"° ligne soient 
identiques : en les permutant, on n'altère évidemment 
pas le déterminant, qui reste identique à lui-même ; mais, 
d'après le théorème précédent, il doit se trouver multiplié 
par — I . En appelant D la valeur du déterminant en ques- 
tion, on doit donc avoir D = — D, c'est-à-dire D =. o. 

c. Q. F. D. 

Il est bon de faire connaître la définition que l'on don- 
nait autrefois du signe de chaque terme dans un détermi- 
nant. On supposait un terme quelconque ordonné par 
rapport à ses facteurs de telle sorte que, par exemple, les 
premiers indices allaient en croissant. On disait alors 
que le signe du terme était -f- si le nombre des immersions 
était pair et — si le nombre des immersions était impair; 
d'ailleurs deux lettres formaient une inversion si le second 
indice de la première était plus grand que le second indice 
de la seconde. Cette définition est comprise dans la nôtre, 
puisque nous avons prouvé que nous pouvions écrire les 
facteurs d'un produit dans un ordre arbitraire sans changer 
son signe. 

Théorème IV. — Si dans un déterminant tous les élé- 
ments d'une même ligne (ou d'une même colonne) sont 
nuls à l'exception d'un seul, ce déterminant se réduit au 
produit de cet élément par un déterminant de degré 
moindre. 
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En eflFet, considérons le déterminant (i) et supposons 
d'aborda«s = ai3 = a,4= . . . =a,;j= o et «h ^o. Si nous 
appelons e le signe du produit 

P = (P-«)(7-«)...(v~«){7-l3)(v-S)...(v~p), 
le déterminant (i) pourra se représenter par le symbole 

en supprimant alors les termes pour lesquels « > i , lesquels 
sont nuls, puisque a,» est nul pour a ^ i , il reste 

(D) ^u^^'^n^zf • -««v, 

« 

tf désignant ce que devient le signe de P pour a = i . Ce 
signe est évidemment celui du produit 

On voit immédiatement alors que l'expression (D) est, par 
définition, égale au produit de an par le dé];erminant 
obtenu en supprimant dans (i) la première ligne et la 
première colonne. 

Supposons maintenant que tous les éléments de la 
^•lèmo ligne soient nuls, à l'exception de a/y. Échangeons la 
l'ième Ugu^ succcssivement avec chacune des i — i lignes 
placées avant elle; le déterminant se trouvera multiplié 
par ( — i)'~S mais la i'*"® ligne sera devenue la première. 
Echangeons la /^"® colonne successivement avec chacune 
des précédentes; elle deviendra la première, et le déter- 
minant se trouvera multiplié par { — i)'''*x( — i)-^"* ou 
par ( — 1)'+^. Toutes les lignes et toutes les colonnes auront 
conservé leur ordre, à l'exception de la i'*™* ligne et de la 
yième ^olonne ; mais l'élément aij occupe la première place. 
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et nous sommes ramenés au cas examiné tout à Theure. 
Ainsi^ dans le déterminant (i), le coefficient de a/y est 
égal au produit de ( — i)'"*"^ par le déterminant obtenu en 
supprimant dans (i) la i**^°® et ]a 7**"* colonne qui contien- 
nent aij. 

On verrait de la même façon que le coefficient de 
«n«22 — «12^21 est le déterminant obtenu en supprimant 
les deux premières lignes et les deux premières co- 
lonnes, etCi, et Ton peut ainsi décomposer un déterminant 
quelconque en une somme de produits de déterminants 
de degrés moindres. Nous n'insistons pas sur ce point, 
qui n'offre pas de grandes difficultés. Le problème suivant 
va éclaircir ce que nous venons de dire. 

Problème. — Etant donné le déterminant 
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b. 
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• m 


• • • 


• • 

'n 



D, 



on propose de l'ordonner suivant les éléments d'une 
même ligne ou d'une même colonne. 

En d'autres termes, si nous posons par exemple 

D = A/ a, + B/ô/ -h . . . -f- L,//, 

il s'agit de déterminer A/, B/, . . . , L/. Pour y parvenir, on 
observe que A/ a/ n'est autre chose que ce que devient D 
quand on y suppose 

bi = 0, c/ = o, . . . , // = o, 

que B|i/ est la valeur de D pour 

Ui = 0, c,- = o, . . . •» /| = o, .... 
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On a donc^ en vertu du théorème précédent, 
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B,. = (-,) 
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A|, Bf, . . . sont ce que Ton appelle les déterminants mi- 
neurs du déterminant (i). 

(En général, on appelle déterminants mineurs d'un 
déterminant ceux que l'on obtient en supprimant un 
nombre quelconque de lignes et un égal nombre de co- 
lonnes ; V ordre d'un mineur est le nombre de lignes que 
l'on a supprimées dans le déterminant primitif. ) 

On trouve ainsi successivement 



«1 ^1 
«2 b^ 



= cil ^2 ^1^2 
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zzza^b^C'i — ci^c^b^ — a^biC^-^cioCi^z "'~^3^i^2 — ^s^i^j 
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m. — RÉSOLimOH D'UV STSTËME fitlÉBAL D'ÉaUATIOHS 

UniAIBES. 

C'est en essayant de trouver des formules générales 
pour la résolution des équations linéaires ou du premier 
degré que les géomètres sont arrivés à la notion des déter- 
minants. En étudiant avec soin les propriétés du dénomi- 
nateur commun des inconnues dans les équations à deux, 
trois et quatre inconnues, ils ont fini par y découvrir une 
loi de formation qui n'est autre que celle des déterminants. 

Considérons le système d'équations suivant, dans lequel 
Xi, X2', ^ . .jXfi désigneront les inconnues et dans lequel les 
aulnes lettres désigneront des coefficients indépendants 
des inconnues : 



(•) 









«yi Xi -+- ay2^2 -f- . . . -I- ^JiJ^i -+-...-+- aja-r^ = Sj, 



Désignons par D le déterminant formé avec tous les coeffi- 
cients des inconnues pris dans l'ordre où ils se présentent ; 
ainsi, soit 



Di= 



'11 



^21 



a 



12 
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désignons par ( — iY'^jAîj en général le déterminant mineur 
obtenu en supprimant la ligne et la colonne qui contiennent 
l'élément a/y, ou, si l'on veut, la /**"* ligne et la/*"® colonne. 
On pourra ordonner D, suivant les éléments de sa première 
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colonne; A/y sera le coefficient de aij dans D et l'on aura 

(p. i34) 

mais on aura aussi (p. i32 ) 

o = Aii^fij + A2i«2î + . . . H- A^iût^j, 

" •■■: 

En effet, les seconds membres de ces équations ne sont 
autre chose que le déterminant D, dans lequel on a rem- 
placé la première colonne par la seconde, la troisième, etc. 
Gela posé, nous examinerons d'abord le cas où tous les dé- 
terminants mineurs An, A2< , . . . , A,m ne sont pas nuls à 
la fois. 

En multipliant alors la première équation (i) par Ah? la 
seconde par A20 la suivante par A3 1 et ainsi de suite, et en 
ajoutant les résultats, on obtiendra une conséquence légi- 
time de ces équations (p. 80) qui pourra remplacer Tune 
quelconque d'entre elles. Or dans le résultat, en vertu 
de (2), le coefficient de x^ sera D; celui de x^j celui de 

jo^, seront nuls; ils sont en effet égaux aux seconds 

membres des équations (3), et l'on aura simplement 

d*où l'on conclura la valeur de l'inconnue X\ : 

- x.= 

On aurait de la même façon 



T, 



D 
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Ainsi, quand les mineurs de D ne sont pas nuls, on petit 
énoncer la règle suivante, dite de Cramer : 

Théorème. — Les racines d'un système d'équations 
linéaires^ en nombre égal à celui des inconnues, sont des 
fractions ayant pour dénominateur commun le détermi- 
nant du système des coefficients des inconnues et pour 
numérateurs les déterminants obtenus en remplaçant dans 
le dénominateur commun la colonne qui contient les 
coefficients de l'inconnue que l'on cherche par une 
colonne formée des seconds membres des équations pro- 
posées, 

17. — DISCUSSION DES FORMULES PRÉCÉDEHTES. 

Les conclusions précédentes tomberaient en défaut si 
le dénominateur D était nul. En effet, la formule (4)? con- 
séquence légitime des équations (i), serait en général 
absurde, le premier membre étant nul et le second diffé- 
rent de aéro; le système (i) serait donc lui-même absurde. 
Toutefois, si le déterminant 

était nul aussi, la formule ( 4 ) se réduirait à l'identité o = o, 
qui n'aurait plus rien d'absurde; mais alors, en multipliant 
la deuxième équation ( i ) par Aqi , la troisième par A3 1 , etc. , 
et en les ajoutant, on aurait une équation qui, en vertu des 
formules (a), (3), (4), se réduirait identiquement à 

C'est la première équation (i) multipliée par Ai ^ . La pre- 
mière équation (i) est donc une conséquence des autres, 
et. Xi étant choisi arbitrairement, n — i des équations (i) 
serviront à calculer les autres inconnues, si leur détermi- 
nant n'est pas nul. 
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Si Ah) A217 . . '. , A;2i étaieïit tous nuls, la formule (4) 
serait bien une identité, mais on ne serait plus en droit de 
conclure que les équations (i) forment un système in- 
déterminé; en effet, (4) ne serait plus une conséquence 
du système (i) puisqu'on l'obtient en ajoutant les équa- 
tions de ce système (i) multipliées par zéro, ce qui n'a 
aucun sens. 

n reste donc à examiner le cas où tous les déterminants 
mineurs A/y sont nuls. Ce cas a été traité pour la première 
fois par M. Fonténé, maître d'études au lycée Saint-Louis, 
et par M. Rouché. 

Nous supposerons en général que tous les déterminants 
mineurs obtenus en supprimant i — i lignes et i — i co- 
lonnes dans D soient nuls ( ce qui suppose les déterminants 
mineurs de degrés supérieurs nuls ainsi que D). Mais 
nous supposerons que l'un des déterminants mineurs 
obtenus en supprimant i lignes et i colonnes ne soit pas 
nul; ce sera, si l'on veut, le déterminant obtenu en ôtant 
dans D les i premières lignes et les i premières colonnes. 
Ecrivons alors nos n — i dernières équations et l'une des 
autres, la 7^^™® par exemple, comme il suit : 

I "J,i^i-^ ûyw+l^/+l -h . . . -f- ^J.n^n = ^j — ^yM-^l — ...-- «yw-l ^i-U 

( : 

Si l'on y considère a^<, Xo, . . . , x/^i comme donnés, le 
déterminant A du système des inconnues x,-, Xf^i , . . . , .r;i 
sera nul ; mais le mineur de ce déterminant qui multiplie 
aji ne sera pas nul par hypothèse (c'est celui quç l'on obtient 
en supprimant dans D les i premières lignes et les i pre- 
mières colonnes). Appelant alors Ay, A/+|, .. ., âi^ l^s 
coefBcients de ay/, a/^i^i, . . ., a^^i dans A, on aura en 
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ajoutant les formules ( 5 ), après les avoir multipliées respec- 
tivement par Ay, A/^,, . . . , A„, 

car tous les coefBcients tels que 

sont des déterminants mineurs de D nuls par hypothèse. 
Si donc une ou plusieurs des quantités telles que 

Ay Sj H- A/+, f /+1 -f- . . . 4- A„ ^„ 
n'est pas nulle identiquement, en supposant 

le système ( i ) sera incompatible, sinon il sera indéterminé; 
la première équation ( 5 ) sera une conséquence des sut- 
vantes, ainsi que toutes les équations (i) non écrites dans 
le groupe (5 ), e/i sorte que i des quantités x pourront être 
choisies arbitrairement; les autres auront des valeurs bien 
déterminées, exprimées au moyen des premières, 

7. — BEMARaUES. 

Remarque L — La règle de Cramer montre que les 
inconnues sont des fonctions linéaires des seconds membres 
des équations (i). 

Remarque IL — Le système d'équations à n inconnues 

«1 x-^bi X -^ c^ z H- . . . -f- /j w ^ o, 



est évidemment indéterminé dans le cas général ; mais, si 
l'on divise chacune des équations par u et si l'on considère 
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et l'on aura 



ils auront des valeurs déterminées 
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Remarque III. — Si Ton veut éliminer les n quantités 
Xjjf Zf . . . , u entre les /i 4- 1 équations 



(S) 






On+l^ -h ^«4-17 -H ... 4- in+i U -h J«+i =: O, 



il suffit de porter dans la dernière les valeurs de j:,j^, ^, , . . , 
u tirées des n premières ; on trouve ainsi 
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Si actuellement, dans chacun des déterminants qui figurent 
dans Féquation précédente, on place la colonne des s la 
dernière, ces déterminants vont être multipliés par cer- 
taines puissances de ( — i), celui qui multiplie /„+^ 
excepté, car dans celui-là la colonne des s est la dernière ; 
les signes de ces déterminants seront alternativement -h 
et — ; si enfin on change les signes dans la colonne des s^ 
chaque déterminant change de signe, excepté le coefficient 
ie Sji^K ; on voit ainsi (problème, p. i34) que le résultat 
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cherché de rélimination est 



(T) 



fli 



a. 



^ 
b. 
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n-Hl 
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/1-+-1 "»/H-l 



=: O 



Cette équation s'appelle la résultante des équations 
proposées, 

Autrement^ éliminera:, j", . . . , m entre les équations (S) 
ou éliminer x, y, , , . , u, t entre les suivantes, 



(R) 



lai x-hbi ^+ ..4-/1 u-hSi t=:o, 
î 



qui sont homogènes et dans lesquelles on peut considérer 

X y TJL 

les rapports - > - j - comme les quantités à éliminer, sont 

deux opérations équivalentes. Or, éliminer x^ j^ , , .yUjt 
entre les formules (R), c'est écrire que ces équations ont 
encore lieu pour des valeurs de or, j^, -^, . . . , a, t diflFérentes 
de zéro; c'est donc exprimer que le système (R) est indé- 
terminé, ce qui se fera en égalant à zéro le déterminant des 
coefficients (p. i4o). 

Remarque IV. — Pour qu'un déterminant soit nul, il 
faut qu'il existe une même relation linéaire et homogène 
constante entre les éléments d'une même ligne ou d'une 
même colonne; l'équation (T), en effet, exprime qu'il 
existe des quantités x,jyZy . . . , m satisfaisant aux équa- 
tions (S). 

Remarque V. — Lorsque deux systèmes d'équations 
linéaires' ont les mêmes solutions, l'une quelconque des 
équations du second système peut s'obtenir en ajoutantes 
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équations du premier multipliées respectivement par des 
facteurs convenablement choisis. 

En effet, soit 

une équation satisfaite pour les valeurs de Xi, or-j, ..., Xn 
qui satisfont à (i); puisque les équations (i) ont une solu- 
tion^ D n'est pas nul et Ton pourra, d'après la règle de Cra- 
mer, calculer des quantités X^ l^j •••? ^wi telles que l'on ait 

pour 1= I, 2, ..., n. Si l'on multiplie alors la première 
équation (i) par Xj, la seconde par X 2, ... et si on les ajoute, 
on trouve 

Cette équation et (U) ont lieu pour les mêmes valeurs de 
Xi,X2,-",Xn\ leurs seconds membres sont donc identiques : 
donc enfin (U) s'obtient en multipliant les éq^uations (i) 
par des facteurs X convenablement choisis et en Jes ajou- 
tant, c. Q. F. D. 



n. — SUB DES SmPLiriGATIOHS BELàTI¥ES AU CALCUL 

DES DÉTERimrAlITS. 

Pour ajouter deux déterminants qui ne diffèrent que 
par une seule rangée, il suffit d'ajouter terme à terme 
les rangées non identiques; c'est ce qu'il est facile de 
prouver en mettant les deux déterminants sous là forme 

Aj «1 H- A2«j 4- . . . H- ^n^n^ 

Al»! -f- A2«2-f- ... H- -^n^n-» 

«1, a^, . . . , a/j et «i , «o» • • • > ^/i désignant les éléments des 



l44 TRAITÉ d'algèbre. 

colonnes qui diflFèrent. On trouve alors pour somme des 
déterminants en question 

ce qui démontre la règle que nous avions énoncée. 

Cette règle n'est pas sans importance ; il en résulte, en 
effet, qu'un déterminant ne change pas de valeur quand 
aux termes d'une rangée on ajoute ceux d'une rangée 
parallèle multipliés par un facteur constant, car cette 
opération revient à ajouter au déterminant proposé un 
déterminant dans lequel une rangée a ses termes équimul- 
tiples d'une rangée parallèle, c'est-à-dire nul. En appli- 
quant cette remarque, on trouve 
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Nous donnerons encore la démonstration d'une formule 
remarquable. 

Proposons-nous d'évaluer le produit des différences de 
n quantités 
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Si l'on considère le déterminant 
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D et P sont deux polynômes du degré n — i en a qui 
se réduisent à zéro pour les « — i valeurs i, c, . . . , / de a ; 
ils sont donc tous deux égaux au produit de 

[a-^b)[a~c].,,[a-l) 

par une quantité indépendante de a; en d'autres termes, 
leur rapport est indépendant de a [voir p. 42). On dé- 
montrerait de la même façon que leur rapport est indé- 
pendant de A, c, . . ., /; pour déterminer ce rapport, il 
suffit d'observer que les termes en i .i.c*. . ./'*"* ont tous 
deux pour coefficients l'unité dans P et dans D, et, par 
suite (p. 45, Remarque I), on a P = D. 

C. Q. F. D. 

On peut conclure de là que le résultat de l'élimination 
àex^y, Zj . . . , w entre les équations 



«X -f- ^J -f- C3 -h . . . H- /« = o, 

• 1 

û'* -^r -I- b"-'^Y -f- . . . -h /"-^tt = o 

s'obtient en égalant à zéro le produit des diflFérences des 
quantités a, b, c, ...,/; si donc toutes ces quantités sont 
inégales, les équations précédentes sont compatibles. 



YU. — MULTIPUGATIOH DES DÉTERMIirAnTS. 



Lemme I. — Soient 



a 



11 



a 



12 



a 



\n 



A = 



21 



a 



22 



a, 



II 



a 



n\ ^ni 



a 



nri l 



B 



^11 ^12 
^21 ^22 



# • • • • 



Ki b 



n2 



b 



2/1 



nn 



1 



U6 
Le déterminant 
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G = 




dans lequel tous les éléments placés au-dessous des élé- 
ments a sont nuls, est égal à AB. 

En effet, le déterminant G se composera de termes conte- 
nant n éléments a et de termes contenant moins de n élé- 
ments a. Or un terme qui contient moins de n éléments a 
contient au moins un élément appartenant aux colonnes 
des a, mais pris en dehors des lignes des a, c'est-à-dire un 
élément nul, et sera nul ; donc le développement du déter- 
minant G ne se composera que des termes contenant n élé- 
ments a, et par suite n éléments b ; il sera donc indépen- 
dant des p. 

Désignons par P le produit des différences que Ton 
peut former avec les indices a, [3, . . . , 3, et par Q le produit 
des différences que l'on peut former avec les indices 
X, fz, . . . , p; le déterminant G sera de la forme 

le signe S se rapportant aux indices a, [3, . . . , 3, X, |x, . . . , p. 
On peut encore écrire 

c'est-à-dire, par définition, 

G ^ 2 f — I )^flia«jp . . . «rt^B = AB. 
Ainsi on a bien G = AB. 




\'-ï-;&sî 



l 



CHAPITIIB III. 

Lemme II. — On "verrait de même que 



o b^i ... b 



in 



41 



O bnt 

«1» Pil 



Pin 



^n\ 



*nn 



Pnl 



'nn 
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= AB(— i)'*. 



On passe, en effet, de ce déterminant au déterminant C en 
faisant n permutations de lignes. 

D'après le lemme I on a 



■:7 






• h: 



^ s 



(a) AB = 



«11 


«11 


• « • 


«1» 


— I 


o 


■ ■ • 


o 


«11 


«11 


• • • 


«î/l 


o 


— I 


• • • 


o 


• • 


• • « 


. . . 


. • . 


• 


• • • 


« • ■ 


. 


«»1 


«ni 


• • • 


«rt» 


o 


o 


• • • 


— I 


o 


O 


• • • 


o 


*.i 


*« 


• « • 


*.» 


• 


• 


f • • 


• 


... 


• • • 


• • • 


• • • 


o 


O 


• • 


o 


Ki 


*„, 


• • • 


*„ 



Ceci posé, I® multiplions la /iH-i**™* colonne par an, 
la /i -4- 2**"® par «20 •••>!» dernière par a,,!, et ajoutons 
ces colonnes ainsi modifiées à la première ; a^ multiplions 
la 71 -h I**"® colonne par a<2, la « + 2**"' par «22^ . . . , la 
dernière par a„2y ^t ajoutons ces colonnes ainsi modifiées 
à la seconde, et ainsi de suite. Si nous faisons, pour 
abréger l'écriture, 

«11 ^11 -+- «11 ^11 + . . . -+-«»! bin = €?!„ 



«11^/1 -+- «f/^yi -i- . . . -h anibjn= Cjt, 



L. — Algèbre, I. 



10 
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la formule (i) deviendra 



AB 



o 


k • ■ 


O 


— I 


o 


O 


o 


• 


• • 


• 


• * • 


• 


• • 


• 


o 




O 


o 





• » • 


— I 


^11 • 


• « 


Cin 


bu 


6m 


• • • 


*.» 


Cm 


» • • 


Cnn 


Ki 


*„, 


• • * 


• • • 



OU y en vertu du lemme II, 



N 



AB = 



^81 ^Jî 



'«1 ^ni 



in 



'in 



C 



an 



C'est dans cette dernière égalité que consiste la règle 
donnée par Binet et par Cauchy pour la multiplication de 
deux déterminants. 

La formule (3) donne lieu encore à trois autres formules, 
que Ton obtient en changeant les lignes en colonnes dans 
les déterminants A etB. Ainsi, dans la formule (3), on peut 
supposer à volonté 







c 


/7— ^i/^iyH- «î/'^sy-*- • • 


• -*- «/!/ ^»y» 


ou 








dj — «Il b^j -h û/j b^j -f- . . 


• -^^in^nj^ 


ou 








Cij^=z «/j 6yj 4- «îj bj^ 4- . - . 


-t- «/n ^jn^ 


ou 


» 






Cij = ^u */ 1 -+- ^ ht ■+■ • 


-^^ni^jn- 


AppLiciTiow. — On a 






a 


b 


c d 




ac -+- bd 


ac' -h bct 




a! 


b' 


c' d' 




t^c -h b'd 


a'c'-^b'éP 






ac -\- a' d 


ad -ira'd! 










^^^^" 


bc + b' c' 


bd -\-b'd' 
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ce qui donne les identités 

{ab'—ba'){cd'—dc')=z{ac -^ bd) [a'd^Ud') 

^[a(/+bd') [a'c — b'd] 
=z(ac-ha'c')(bd 4-^'^) 
---{ad'¥-a'd')(bc -^b'c')-. 
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Si, par exemple, on fait az= c, b = d, a' = (/, b'=z df, on a 

[ab' ^ ba'Y = [a^ ^ b^)(a'^ -\- b'^)--[aar-\- bb'y=: 

Corollaire I. — Si Ton suppose a,H = o, a^a = o, , . . , 



^nn = O, Uji^K \ = O, «««12 = Oj 



y ^ii~\n — O: 



on 



voit que le déterminant Szizcn C22 ••• Cjm sera nul, 
Cij étant défini par l'équation 

Cij = ^U ^\j + ^2t ^2y + • • • + ^ki ^kj ( ^ < ^2 )• 

« 

Corollaire IL — Si l'on forme avec les deux systèmes 
d'éléments 



(3) 



a 



11 



a 



11 



Ok\ ^k\ 



irt 



«Ar/t 



. (4) 



b\\ ^12 . . • ^i/t 



**. * 



kl 



'kn 



les éléments 



Cij^=^^ii^j\-^^ii^ji 



«m ^ 



y/i> 



le déterminant S d: Cn , C22? • . • , C/,» sera égal à la somme 
des produits des déterminants obtenus en prenant k co- 
lonnes dans les Tableaux (3) et (4)* 

Cela tient évidemment à ce que, si dans un déterminant 



^'^PnPtf • -P 



nn 



on change pi^ en Ph-+- ^n + r^, /?i2 enp,2+ îu+^a» 
• • • > Pi/i en ;t?j« -h ^i/i -h /•<„, ce déterminant devient 

^^PnP'it' • ^Pnn-^^QnPiî' • •/>««+ 2 dz r^Pia . . ./>„„-+-. . .- 

10. 
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Voici une application : 

è' -h c* aa -h ^p -{- ry 



a' 



aa -{- ip + cf a* -{- j3* -t- 7» 



aoL^bp a* -f- 6* 
6^4- cy P* H- 7* 



c* -^ a* cy -t- aa' 
cy-\-aaL y* -\-9.cy 



ce qui revient à l'identité, souvent utile en Géométrie, 



EXERCICES ET NOTES. 



1. On a 



abc 
b c a 
c a b 



= Zabc — a^ — A' -— r*. 



2. Les déterminants 



I 

1 o 



a? 



I 
I 



I 



b^ 



o a b c 

a o c b 

b c o a 

c b a o 



ont tous deux pour valeur 

fl*H- ^*-H c*— a^*c* — aû*c*— aô*fl* 



ou 



— (a-i-^-Hc)( — aH-^H-c){a — 6-hc)(<n-^— c). 



3, On a 

I I I I 

a b c d 

a« A» c* rf* 

a* 6* c* 1^ 



[a^b)[a-c)(a'^d){b--c)[b-d){C'-d) 



fe 
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4. On a 

— I — COS7 

COS7 — I 

— COSP COSa 

I C0S7 cosp 

COS7 I COSa 
COS^ COSa I 



COS^ 

-COSa 

— I 



— I — C08*a — COS'P — C0S*7 



= I— cos*a— cos'P — cos*7-i- 2C0sa cosp COS7 



= 4smpsiii{p — a)sm(p— p)8in(/?— -7), 



a/? désignant a h- p h- 7. 

5. Résoudre le système, à n inconnues x,^, . . . , 21, 



ax •+■ by -t-cz -+-,,. -^ lu =^1, 

a^X H-6*X ■+-C^Z -|-...H-/*tt =^2, 

••• "''î 

an-i X H- h^-^y -h c»-* z H- ... h- /«-* U = Sn-i . 



6. Résoudre les équations 



X 



«H-X ^H-X 



j? 



r 



M 



= I 



l -h A 



U 



h-r^ h. . .-i-r = I) 



On trouve 



X 



y 



u 



^-r^ h... H- 7 

a-h p à -i- p l -h p 



=1 {•). 



x = 



(fl H- >) (« -H- (X) H- . . . -f- (û -h p) 



' r 



('^) Ces équations ont été résolues diversement par Binet, Lamé, Jacobi. 
Elles sont très-importantes en Physique mathématique. 



J 



^/yf 
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7. Si Ton considère le déterminant 

ail ^ïiî • • • ^tn 

Oti ûiî . . . ûj/t 



• • • • • • 



a ni Ont 



a 



nn 



= D 



et si l'on désigne par a/y en général le coefficient de a/y dans le déve- 
loppement de D, le déterminant 



«11 «12 
*21 «îï 

« • • • • • 



«irt 
«jrt 

• • • 



= A 



sera ce que Ton appelle le déterminant à éléments réciproques. Gela 
posé, on vérifiera que 

pour cela on multipliera D par A, et Ton trouvera un déterminant dont 
tous les éléments seront nuls, à l'exception de ceux qui forment une 
diagonale et qui seront égaux à D. (Gaucht. ) 



8. On a identiquement 






I 


I 


I 




I 


a 


à 


c 




I 


a' 


b' 


c' 


■ 


I 


a" 


b" 


c" 





9. Le déterminant 



01 II 

I fl-hX b -\-\ c-f-> 

I a'-^\' b-hV c'-hV 

, a»-^y b'-hV cVX" 



(Sylvester.) 




«1 — Pn «J—f» «/i— P» 
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est égal au produit des différences que Ton peut faire avec les quan- 
tités a, multiplié par le produit des différences que Ton peut former 
avec les quantités p et divisé par le produit de toutes les différences 

telles que a, — 8y. 

(Cauchy.) 

10. M. Cayley a appelé déterminants gauches ceux dans lesquels on 
a la relation aij -+- ajt = o ; si Ton a en outre au = o, on dit que le dé- 
terminant est gauche et symétrique. Un déterminant gauche et symé- 
trique qui a un nombre impair d'éléments est toujours nul. (On dé- 
montre ce théorème en s'appuyant directement sur la définition que 
nous avons donnée des déterminants et en montrant que les termes 
^\a^^'*'Onx^^^^\o^X'" ^\n sout égaux ct do signes contraires ou 
nuls.) (La notation est celle de Texercice 7.) 

Un déterminant gauche et symétrique qui a un nombre pair d'élé- 
ments est le carré parfait d'une fonction entière de ses éléments. 
(Nous ne proposons pas ici la démonstration de ce théorème, mais on 
pourra la trouver quand on aura lu le dernier Chapitre de cet Ouvrage.) 
La racine carrée d'un déterminant gauche et symétrique est ce que 

l'on appelle un pfaffien. 

(Cayley.) 

11. Le déterminant 2 d= au «22 . . . ann ne change pas de valeur quand 
on remplace «,7 par Ofj-^- A/H-A-y, les quantités Ai, At, ...yhn, A-i, 
^1, ..., A-„ étant arbitraires ; pour le prouver, on multiplie le détermi- 
nant proposé successivement par 



100. 


Al 




' 1 











010. 

• . • . 


• As 

• • • 


et par 




• 


I 

• • 




• • 


... 

a • • • • . 


000. 


I 




^1 


*. 


h 


... Kn. I 

(Sylvester.) 



12. Ouvrages à consulter. — Baltzer, trad. par Hoiiel; Brioschi, 
trad. par Combescure ; V Algèbre supérieure^ de Salmon, trad. par Re- 
sal; Dostor (c'est l'Ouvrage le plus complet et le plus élémentaire). Le 
tout en vente chez Gauthier-Villars. 



13. Voici un exercice propre à familiariser le lecteur avec le calcul 
numérique des déterminants. Les quinze déterminants que l'on peut 
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prenant quatre ligneâ panni les suivantes sont nuls : 



^terminant ne change pas de valeur si l'on change le signe 

s dont la somme des indices est impaire. [Jann]. 



identiquement 



-bi, Oi—bt, 
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CHAPITRE VIL 

DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ ET DES QUESTIONS 

QUI EN DÉPENDENT. 



I. — DE U BAGIHE GABBÉB. 

Le carré d'une quantité ou la seconde puissance de 
cette quantité est, comme on sait, le produit de deux 
facteurs égaux à cette quantité ; il en résulte que tout carré 
est une quantité essentiellement positive. 

On appelle racine carrée d'une quantité une quantité 
qui, multipliée par elle-même, reproduit la première ; la 
racine carrée d'une quantité A se désigne par le sym- 
bole ^A. 

Théorème. — i° Les quantités négatives n'ont pas de 
racine carrée \ tP les quantités positis^es ont deux racines 
égales et de signes contraires ; 3° zéro n'a qu'une racine 
qui est zéro» 

En effet, soit x la racine carrée de A; on aura, par défi- 
nition même. 

Or, si A est négatif, l'équation précédente n'a pas de 
racines, puisque le premier membre est positif et le second 
négatif; si nous supposons alors A positif et si nous dési- 
gnons par a le nombre positif qui, élevé au carré, donne 
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A, nous aurons 






X* — a« 


ou bien 






jr^ — a' o. 



Cette équation peut encore s'écrire 

Or il n'y a que deux manières d'annuler le premier membre 
de cette équation : c'est de faire x — a=oouj:+« = o, 
d'où l'on tire 

x^zza ou X z=: — a, 

ou, si l'on veut, en représentant par ± à volonté les 
signes -h et — , 

x-=± ^a, 

yja désignant l'une quelconque des deux valeurs de la 
racine carrée de A, la valeur positive, par exemple. Si 
A= o, il est bien clair que de l'équation 

J7^ = A ou .r* t=r o 

on ne pourra conclure que x= o. 

Nous avons admis qu'il existait toujours un nombre 
positif qui, élevé au carré, reproduisait le nombre positif A. 
Nous avons vu en effet que, s'il n'existait pas.de nombre 
commensurable tel que 

on était convenu de définir racine carrée de A la limite 
vers laquelle convergeaient les fractions croissantes dont 
le carré était inférieur à A. Donc, etc. c. q. r- d. 

Rappelons enfin que le carré d'un binôme (a -h 6) se 
compose du carré de a, du double produit de a par b et du 



^,- 
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carré de b ; c'est ce qu'exprime la formule suivante : 

n. — BÉSOLUnON de L'ÉaUIION DIT SECOND DE6BÉ 

A DUE INGONHUE. 

Nous allons tout d'abord démontrer un théorème qui 
sera fréquemment employé dans la suite et qui est fonda- 
mental dans la théorie des équations du second degré. 

Théorème. — A ei B étant tous deux carrés positifs, 
l' équation 

(l) A=:B 

sera équiv^alente aux deux suivantes : 

(2) v^Â = v/B, V^ — — v^B ou v^=:±:v/B. 

En effet, la formule ( i ) peut s'écrire 

A — B=:o 
on 

(Va h- Vb)(v^â — v/Bj= 0. 

Or, le produit (y/A -t- ^B) ( y(Â — y/B) ne peut s'annuler que 
si l'un de ses facteurs est nul, et, réciproquement, il s'annule 
dès que l'un de ceux-ci est nul ; les valeurs des inconnues 
qni satisfont à (i) satisfont donc à (2), et vice versa, 

La forme la plus générale sous laquelle peut se présenter 
l'équation du second degré est 

( 3 ) ax^ -{- hx -¥ c z=zOy 

a désignant une quantité essentiellement différente de 
zéro; i et c sont d'ailleurs quelconques. Pour résoudre 
cette équation, on commence ordinairement par diviser 



■"1 
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chacun des coefficients par a [*), puis on pose 

(4) ^=p, ^ = 1' 

elle prend alors la forme 

(5) x--\- px -h q = o. 

Si l'on observe alors que X'-{-px sont les deux premiers 
termes du carré de x -j- - ordonné par rapport aux puis- 
sances décroissantes de x, l'équation précédente pourra 
s'écrire 

ou bien, en faisant passer les termes connus dans le second 



{*) On peut résoudre directement l'équation (i) de la manière suivante: 
on la met sous la forme 



('^-".■fe)-|^^'=''' 



et Ton vérifie aisément, en développant le carré indiqué, l'identité de cette 
formule avec l'équation (i)« On déduit immédiatement de là 






puis 






/- b , Jb* — tiac 

x^a H := = dr —^ — » 



a ^a 2 y^( 



2VO 



ou 



ou enfin 



/- — bài Jb* — 4 ac 

rya = r 

3^a 



X = 

2a 
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membre, 

(,) (-«)'=?-'■ 

Jusqu'ici nous n'avons fait subir à l'équation (3) que des 

transformations incapables d'altérer la valeur des racines. 

Appliquons le théorème démontré au commencement de 

ce paragraphe en observant que la racine du premier 

meuibre est x -h-*, nous aurons, au lieu de la formule (7), 



(8) -? = Vt 



^ 



Mais on peut arriver directement à ce résultat en faisant 
observer que x -h- élevé au carré, devant reproduire 

-j- — 9, est par définition la racine carrée de cette quantité. 

Or cette racine a deux valeurs -+- 1/ ^ — 9 ^* — V 7 ^ ' 

en sorte que l'on a 

(9) .+f=±y/|-,, 

pourvu toutefois que q soit positif ou nul. Dans le 

cas où y — (f serait négatif, l'équation ( 7 ) et par suite 
l'équation (3) n'auraient pas de racines, car il n'existe pas 
de quantité x -h — dont le carré soit négatif. 
De l'équation (9) on lire enfin 

(xo) , = _^±y/|-,. 



» _l 
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Si l'on remplace p el q par leurs valeurs (4), il vient 



h _^ I h'- c 



ou 



bien 



— b±slb^ — ^ac 

(11) a: = - 



ia 



Les formules (10) et (11) sont d'un fréquent usage dans 
l'Analyse ; nous allons en donner immédiatement quelques 
applications. 

Première application. — Résoudre l'équation 

x^ — 4^ 4-3=0. 

Nous assimilerons cette équation à l'équation (5), nous 
ferons p = — 4> y = 3, et, en appliquant la formule (10), 
nous trouverons 



xzzzi =by^4 — 
ou 

J7 = 2±i ; 



Nous avons vu que, si ^ q était négatif, l'équation du 

second degré n'admettait pas de racines. La formule (10), 
dans ce cas, ainsi que la formule ( 1 1 ) , deviennent absurdes, 
en sorte que ces formules mêmes, lorsqu'on cherchera à les 
appliquer, indiqueront l'absence de racines. 

Deuxième application. — Résoudre l'équation 

X^ — IX + y =r 0. 



ainsi l'une des racines est 3, l'autre i, ce que l'on peut 
vérifier a posteriori. 
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La formule (lo) donne 
OU bien 
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xz=: izhy^ — 6; 

ce résultat montre que l'équation considérée n'a pas de 
racines. 

Troisième application. — Résoudre l'équation 

X*-h 7X-h lO =: G. 

Nous pourrions encore appliquer la formule (lo); mais, 
comme nous introduirions ainsi des fractions, le coeffi- 
cient de X n'étant pas divisible par 2, c'est à la formule (11) 
que nous aurons recours. Nous assimilerons alors l'équa- 
tion proposée à l'équation (3) ; nous ferons a = i, i = 7, 
c = 10. Nous aurons alors 



,T m ) 

2 



X 



7±3 



c'est-à-dire 



X 



z=z — 5 ou Xz=. — 2, 



Quatrième application. — Résoudre l'équation 

36x^ — I2.r + I z=: 0. 

D faut faire, dans la formule ( 1 1 ), a = 36, b = — 1 2, c = i ; 
il vient alors 

12 zhv/i44 — ï44 



ou 



12 



a: 



72"^6' 
ici nous ne trouvons qu'une racine. 
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Avec un peu d'habitude^ on simplifie mentalement la 
formule (i i) lorsque b est divisible par 2, et alors c'est la 
formule 

[vi] x = ^—^ , 

a 

obtenue en divisant par a les deux termes de la fraction 
qui entre dans le second membre de la formule (11), que 
l'on applique. 

Cinquième application. — Résoudre l'équation 

4^ — 8x +3 = 0. 

La formule ( i â ) donne 

4=tv^i6 — 12 

x = 7 9 

4 

ou 

_4±2 

~ 4 

ou 

I 3 

.r rrz — et ^ = — • 
• 2 2 

L'application de la formule (11) aurait donné des chîflFres 
plus gros ; ainsi on aurait trouvé 



x 



8±v/64-48 
8 



m. -- DISCUSSION DES RACIHES DE L'ËaUTION 

DIT SECOND DEARÉ. 

Reprenons l'équation 
(i) j:*-4-/?jr -h^ =0. 
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Nous avons trouvé que les racines étaient données par la 
formule 



{-) -=-f±v/?-''- 



p' 



Nous avons vu que, si la quantité — — y était négative, il 

n'y avait pas de racines, et alors la formule (2) devient 
absurde ; on convient dans ce cas de dire que les racines 
de l'équation (i) sont imaginaires. 

Lorsque la quantité y 9 est nulle, l'équation (i) n'ad- 
met qu'une seule racine; elle est égale à — -• On convient 
de dire que l'équation (i) a deux racines égales à — -• 

Enfin, lorsque^ y est positif, on a deux racines dites 

4 

réelles et inégales. On peut observer à ce propos que, si 
la quantité g est négative, l'équation (i) a toujours deux 

racines réelles et inégales, car alors j q sera toujours 

positif. 

Lorsque la quantité q est négative, ou, si l'on veut, 
quand dans l'équation 

(3) ax^ -h bx -h c = o 

c et a sont de signes contraires, il y a forcément une racine 
positive et une négative, car dans la formule (21) le radical 

a une valeur absolue plus grande que — -• 

Lorsque, les racines restant réelles, (f est positif, on voit 
que les racines seront de même signe, car alors la valeur 
absolue du radical dans la formule (2) est moindre que 

L. — Traité d'Algèbre, II. 



p est positif, elles seront négatives ; siaon, elles 

lOsitïves. 

lUS désignons par a^ et œ" les racines de l'équa- 
nous aurons 



V! 



- - a V 4 '■ 
[tant ces deux formules membre à membre , on 

Qultipliant membre à membre, on trouve 

'■■=(-^\/!^)(-f-v^) 




l donc énoncer le théorème suivant : 

REME. — La somme des racines de l'équation { i ) 
le à — p; leur produit est égal à q. 

ce qui revient au même : 

mme des racines de l'équation [ 3) est égale à > 

jduit à — 

ne on se proposait de former une équation du se- 
igré admettant pour racines deux nombres donnés 
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œ'el x", il suffirait d'écrire 

Du reste, en résolvant cette équation, on trouve 



2 
OU 

_ j:- + ^ _^ x'—.z" 

2 7. ' 

c'est-à-dire 

^ = .a/ et x^x*. 

Il arrive dans certaines questions que l'on connaît la 
somme s de deux quantités a^ et x" ainsi que leur pro- 
duit P; pour déterminer ces quantités, il suffit d'observei 
qu'elles sont racines de l'équation du second degré 

(4) x'-« + P = o. 

En effet, la somme des racines de cette équation est s. 
leur produit est P; du reste, il est facile de prouver qut 
l'équation (4) fournit la solution complète du problème. 
Ku effet, si l'on pose 



on voit, par la première de ces équations, que 

et, par conséquent, la seconde peut s'écrire 

x'{s-x']=P 
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; que x* est une racine de l'équation (4}- On 
me que 3p est racine de la même équation, 
nait 

aient racines de l'équation 

a:* — (ir — P = O. 

— Trouver deux nombres dont la somme 
nt le produit fasse 27, 

ombres sont les racines de l'équation 

*' — ia.r + 25 r=o, 

j: = 6±v'36 — a7, 
x = 6±3. 
les nombres cbercbés sont 9 et 3. 

DUCirSSIOH DU TBnOHE <i.r> -^bx + c. 

nous d'étudier la manière dont varie le tri- 



lit croître x depuis — 00 jusqu'à + 00 . 
ons, comme plus haut, 

b c 

donne snccessivement 



y = a{x''-^p^-\ 
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Nous distinguerons trois cas : 

1** y — q^o. L'équation y =zo a ses racines réelles 
et inégales. Dans ce cas, la formule ( 2 ) donne 

(3) ^ = . [(.. + £)'_! + ,]. 

y — q étant positif, on peut le poser égal à X^, et la for- 
mule précédente donne 

(4) ^ = ''[(-^^f)*-^']- 

Cette égalité montre que le trinôme j est la différence de 

deux carrés; ces carrés sont! ( jc + - j v^zta et(Xy/±a) 

le signe -f- placé sous le radical convenant au cas où a est 
positif et le signe — au cas où il est négatif. 

Le trinôme j^ peut encore se mettre sous une autre forme. 
L'équation (3) peut s'écrire 

-»[('-f)"-(v/F')1 

ou 



2 



c'est-à-dire, en désignant par a/ et o/Mes racines de l'équa- 
tion j^= o, 

(5) r=za[x--x')[x — a/']. 

Ainsi le trinôme j^, dans le cas que nous examinons, est 
le produit de deux binômes du premier degré. Si nous 
identifions cette valeur dej^ avec celle que fournit la for- 
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aie (a), il vient 

1 bien 

x^-i- px 4- y = x' — (x' + i")* + x'x". 

;tte relation ayant lieu quel que soit œ, on a (Chap. 111, 
44) 

3US retrouvons les relations démontrées page 164. 
Gela posé, supposons a >■ o, et reprenons la formule (4) : 

nous faisons varier x depuis — 00 jusqu'à » ^ va dé- 

oître, car le seul terme variable {x-\--\ décroît et 
innuIepoura:= — --Si nous continuons à faire croîtrex, 
terme (x + -) va croître et repassera, pour des valeurs 
; :r équidistantes de — -■> par les mêmes valeurs quepré- 
demment, en sorte que la plus petite valeur que peut 
endre_j-correspondàar = 1 demi-somme des racines 

: l'équation _^^ 0. Cette valeur est — aï?; du reste, 

lur X = ± 00 , ^ est égal à l'infini. 

Pour a = o, _/ est toujours nul. 

Enfin, pour a <o, il est facile de voir, sans recommen- 

r la discussion, que y croît depuis — 00 jusqu'à — ai? 

rsque x varie de — 00 à — -, puis décroît depuis — a^ 
squ'à — 00 lorsque x varie de — - 4- à 00 . 
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2° Supposons y — g = 0. L' équation j = oa ses racines 
égales. Dans ce cas, on peut écrire, comme plus haut, 

Mais, comme y — ^ = o, 

Le trinôme y est donc un carré parfait si a est positif 
et un carré parfait pris en signe contraire si a est négatif. 

a: variant de — 00 à — -» demi-somme des racines, 

2 

y décroît si a est positif, croît dans le cas contraire ; x va- 



P 
2 

le cas contraire. 



riant de — - -h à 00 ,j)^ croît si a est positif et décroît dans 

2 



3° Supposons y — q <^o. L'équation j =z o a ses ra- 



cines imaginaires. On a toujours 



.r = «[(- + f)'-^ + î]. 



/>' 



Mais, comme y — Ç <Co, on peut poseï 



"' -«=-(?-»)=>•= 



4 



il vient alors 



^=''[(-^f)*+4 



et dans ce cas on voit quej^^ est, au signe près, la somme 
de deux carrés dont l'un ne contient pas la quantité x ; 
aussi j^ ne peut-il s'annuler pour aucune valeur attribuée 
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tte lettre : c'est ce qui explique pourquoi, dans ce cas, 

ualioQjf = o n'a pas de racines. 

es variations de y s'étudient dans ce cas comme dans 

iremier; de celte discussion résultent plusieurs faits 

ortants : 

' Si l'équation y =^o & ses racines réelles, le trinôme y 

>e deux fois par zéro ; il est de même signe que son 

nier terme ax"^ quand x n'est pas compris entre les 

nés, ce qui peut se voir sur la formule 

st de signe contraire à son premier terme quand x 

e entre les racines ad, jt"; enfin il est la différence de 

s carrés. 

' Si l'équation y^=.o a ses racines égales, le trinôme^^ 

toujours de même signe que son premier terme aoc*, 

;pté lorsque x devient égal à l'une des racines ; il est 

:arré parfait. 

' Si l'équation j'i= o a ses racines imaginaires, le tri- 

le y conserve toujours le signe de son premier terme ; 

t, au signe près, égal à la somme de deux carrés. 

ans tous les cas le trinôme atteint sa plus grande ou sa 

I petite valeur ou, comme l'on dit, son maximum ou 

■ ■ P 

minimum, pour x = — - ■ 

bus venons de voir que, dans le cas où le trinôme 

é à zéro avait ses racines égales, il était un carré par- 
du moins au signe près. Il est facile de démontrer 

*our tju'un trinôme du second degré soit un carré par- 
. il faut que, égalé à zéro, l'équation résultante ait 
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En effet, ax^-hbx -j-c ne peut être que le carré d'un 
binôme. Soit ma: -hn ce binôme; on doit avoir 

Or, en égalant [mx -\~ n)- à zéro, on trouve deux racines 
égales. Du reste, la formule précédente donne 

û.r* -f- b X -\- c =. m^ x^ -\- 2 mn a: -h «*, 

et, en identifiant. 

On déduit de là 

m=:^a et n=z^c, 
et par suite 

ax^ -h bx -h c = [x^a-\- ^) • 

En remplaçant dans Téquation 

2/W/2 = b 

meln par leurs valeurs.^ et y^, on a 

i^acz=z by 
ou bien, en élevant au carré, 

Nous retrouvons ainsi par une autre voie la condition qui 
doit être satisfaite pour que Téquation 

ax* -{- bx -\- c^=zo 
ait ses racines égales. 

7. — EXAMEN m CAS Oïï LE GOEFFIdENT x* EST TBÈS-FETIT. 

La formule 

, , ---b±Jb^ — ^ac 

I ^= -^— ' 
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loDoe les racines de l'équation 

! démontrée pour toutes les valeurs de a différentes 
îro. Il est intéressant de rechercher ce qu'elle devient 
id on y introduit l'hypothèse a^o, qui fait disparaître 
: des racines de l'équation (2) en l'abaissant au pre- 
degTé;en d'autres termes, nous allons voir ce que 
ent la racine qui disparait pour a=^o. Si l'on intro- 
directement zéro à la place de a dans la formule (i), 
acines 

___ — b—\lb' — ^ac 
nent respectivement les formes illusoires 



ormutes ne nous apprennent rien ; mais, sî nous mul- 
)ns les deux termes de la fraction qui représente la 
ir de a/, formule (3), par —b — sjb'^ — 4 oc, et les 
termes de la fraction qui représente la valeur de y, 
observant que 



.le (4), 


par - 


-* + ï/4'-4» 


e, en 




(« 


-.)(„ + .)=„ 


— "', 


ouve 










x' = 


4«o 






ta[^b~<lt'- 


4ac) 






i.o 





n/i--4«o)' 
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OU simplement, en supprimant le facteur commun a a, 



b — sjb^ — ^ac — ^ -4- y^6* — 4^/c 



Si l'on fait alors tendre a vers zéro, on voit que \]b^ — J^ac 

tend vers h ; par suite, od tend vers — 7 » racine de l'équa- 
tion 

hx -hc = 0, 

tandis que od^ augmente indéfiniment. Ainsi, en employant 
un langage figuré dont nous avons fait connaître le 
sens (p. 116), on peut dire que pour a = o l'une des ra- 
cines de l'équation (a) devient infinie et que l'autre est 

égale à— ^. 

VI. — DES ÉaUATIÛirS BIGAEBËES. 

On appelle équations bicarrées les équations de la 
forme 

elles se ramènent immédiatement aux équations du second 
degré en prenant x^ pour inconnue. On en conclut 



-=±V 



^h±sjb^~Çac 



7.a 



Une équation bicarrée aura donc en général quatre 
racines. Si i^ — ^ae<^o, elle n'aura pas de racines, car 
alors il n'existe pas de valeur pour x^ qui satisfasse à 
l'équation (i). Si l'une des quantités comprises dans la 
formule 

ia 



L, 
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est négative, Téquation n'aura que deux racines; si elles 
sont négatives toutes deux, Téquation (i) n'aura pas de 
racines. 

Nous allons faire connaître une formule qui permet de 
simplifier dans bien des cas le calcul des racines de Téqua- 
tion (i) ; les racines de cette équation sont de la forme 



Va-4-v/B. 

Le problème que nous allons nous proposer de résoudre 
est celui-ci : 

Problème. — A e£ B étant censés rationnels, on de- 
mande de trouver deux nombres u et {f rationnels satisfai- 
sant à la relation 



(2) Va H- VB = v'" -^ v'"' 

Remarquons auparavant que, si Ton a 

m, n, m', ri désignant des nombres rationnels, on aura 
forcément 

si y^/z et ^[ri ne sont pas commensurables. En effet, 

sfn = [m' — m -h ^fn'] , 

et, en élevant au carré, 

(3) n:=z[m! — mY -\- n' -\- 1 sj n' [m! — m). 

Or le produit 2 sjriijri — m) sera incommensurable tant 
que m — m' ne sera pas nul, car, si ce nombre était com- 
mensurable, on pourrait poser 



isjn'[m' — m]=^ -9 
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(JL et V étant dès nombres entiers, d'où 



\jn' =z - : 2(m' — m). 



yjri serait donc égal à un nombre commensurable, ce qui 
est contre notre hypothèse. Mais alors, si m^m', le se- 
; cond membre de la formule (3) est incommensurable, le 
premier ne Test pas ; donc il faut que Ton ait m = rri^ et 
par suite 71-=. ri. 

Gela posé, revenons à la formule (2). En élevant au 
carré, on a 

d'où nous concluons 

4 

Nous ferons ensuite observer que, si le radical y/B est pris 

avec lé signe — , les radicaux yju et yjv devront être pris 
avec des signes contraires. On connaît ainsi la somme et 
le produit de u el v\ ces quantités (p. 164) sont donc ra- 
cines de l'équation du second degré 



x^ — kx -f- -7 = o. 

4 



On en déduit 



A ± v/A- — B 

U ou V=z 



et par suite 



(4) 



>/i^7i=Y/^^4^±v/ ^'-" 



Cette formule résoudra le problème toutes les fois que 
A^ — B sera un carré parfait. Toutefois, nous ferons obser- 
ver que la formule (4) est une identité et qu'elle a lieu 



176 TRAITE D'ALGàBBB. 

dans te cas où les nombres A et B sont tout à fait quel- 
;^onques. En effet, les deux nombres u et c OQt été déter- 
minés par la condition de satisfaire aux formules 



' 4 ' 

qui satisfont à la condition 

c'est-à-dire 

v'ii=tv''' = VA±\/B, 

quels que soient A et B. Du reste, la formule (4) se vérifie 
lisémeat eu élevant ses deux membres au carré. 

Exemple. — Résoudre l'équation 



.=±v/-E±v/f 



appliquons au calcul de x la formule (4). Pour cela, il 
aut faire dans celte formule 



jR transformation en question réussira donc toutes les fois 
(ue q sera un carré parfait; ainsi l'équation 
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m. — PBOPBIÉTË BEMiSaDABLE DU TUaûHE 3:* + pa:* -h q. 

Le trinôme x' + px' ■+- q peut toujours se mettre sous 
la forme d'un produit de deux trinônes du second degré. 
Ceci est évident lorsque les racines de l'équation 

x*-i- px^+ q := o 

sont réelles, en considérant x' comme l'inconnue ; alors, 
en effet, en désignant par a/ et a^ ces racines, on a • 

Supposons donc a/ et a/' imaginaires; alors on a 



D'un autre côté, en considérant x* et q comme les termes 
extrêmes d'un carré, on a 

(2) ^-i-px*-\-q^{^*-^-\/^j' + {p~2^)3^. 

Mais de la relation (i) on tire successivement, en observant 
que^>o, 

p — 2v'?<o. 

Si p est négatif, cette formule sera satisfaite d'elle-même. 
La formule {2) peut alors s'écrire 



= («' + v^)'-''(v'îv^-f)' 
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OU biea 

x^ -h px' -i- g 

C. Q. F. D. 

AppLiciTioMS. — On a 

vm. — DES uiEsnoirs de MAxmn bésûlubles fas des 

ÉaVATIOirS DV SECOSS DESBfi. 

On appelle maximum d'une quantité variable une valeur 
de cette quantité plus grande que celles qui la précèdent 
ou la suivent immédiatement. 

On appelle minimum d'une quantité variable une va- 
leur de cette quantité plus petite que celles qui la pré- 
cèdent ou la suivent immédiatement. 

Comme on voit, le roasimum d'une quantité n'est pas 
la plus grande de toutes ses valeurs ; celle-ci porte le nom 
de maximum absolu. On appelle de même minimum 
absolu d'une quantité la plus petite de toutes les valeurs 
de cette quantité. 

Si nous considérons, par exemple, une courbe si- 
nueuse MN [fig. 4} et une droite DE situées dans un 




mâme plan, la distance d'un point quelconque de MN 
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à DE esl une quantité variable qui est r 

en K, miaîmuni en A et en C. Un minimum, com 

voit, peut être plus grand que certains maxima. 

Problème I. — Trouver le maximum d'un p 
de deux facteurs dont la somme est constante et 
à 3(1. 

Soit X l'une des parties de la somme; l'autr 
aa — X, et l'on aura, en désignant parj- le produ 
l'on veut rendre maximum, 

ou bien 



d'o 



Al'inspection de cette formule, on voit que la plus j 
valeur que puisse prendre y est a^, car, pour di 
grandes valeurs de y, x n'existerait plus ; pour y 
on a x^fl. Ainsi les deux facteurs du produit j 
égaux lorsque ce produit est maximum absolu ; du n 
peut décroître de a* à — eo , 

Phoblèhe II, — Trouver le minimum d'une som 
deux facteurs dont le produit est constant et égalé 

En appelant x l'un des facteurs, l'autre sera — 
désignant la somme que l'on veut rendre minimuit 



-<Jx'-4p'- 
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n voit immédiatement que l'on peut faire croître j^ au 
;là de toute limite, mais que l'on ne peut pas lui donner 
ï valeurs inférieures à ^p^. y= zp est donc un mini- 
um, j^= — zp un maximum; du reste on a alors 



l'on reconnaît que les facteurs doivent être égaux et po- 
tifs pour qu'il y ait minimum, égaux et négatifs pour 
l'il y ait maximum. 

Pboblèmb III. — Trouver les maxima et les 
'. la fraction 



isolvons par rapport à x ; nous aurons successivement 

x'[mx — a) + x(ny—h) + py — c = o. 



^_ ny~b±\J(nj^bY — ^[my — a)[py — c) 
2[mx — a) 

nous posons alors 

vient 

_ ny — b± i/iy* + fi j- -|- v 
^{my-a) 

:mule dans laquelle le trinôme u placé sous le radical 
vra être positif. Nous aurons trois cas à distinguer ; 
1° fi* — 4^*'!>o. Le trinôme Xj'^ 4- /*/ + v = u peut 
irs se mettre sous la forme 

u=^l[y—y){y—y"}, où y'<y''. 



Si alors X est positif, le trinôme u ce sera positif que pour 
toutes les valeurs dejj' non comprises entre y' et y"; y' sera 
alors une limite d'accroissement pour y, un maiiimum. La 
valeur correspondante de x sera 



^, au contraire, sera un minimum, et la valeur corres- 
pondante de X sera 

Si, au contraire, \ est négatif, u ne sera positif que pour 
les valeurs dey comprises entre jj'' et_^"; y' sera un mini- 
mum, j-" un maximum. 

a" Si [j!' — 4^" ^^^ Dul, le trinôme u est un carré parfait 
au facteur \ près ; si ce dernier est positif, les valeurs de x 
prennent la forme 

_ AJ- + B 

Il est clair quej' peut passer par tous les états de valeur 
possibles ; il n'y a donc ni maximum ni minimum. Si X est 
négatif, on ne peut donner qu'une seule valeur admissible 
à y, celle qui annule le trinôme u. 

3° \t? — ^'ki<^o, dans ce cas, le trinôme u conserve 
toujours le signe de X; si donc X est positif, il n'y a pas 
de maximum ni de minimum; si X est négatif, il n'y a 
pas de valeur admissible pour x : ce cas ne peut pas se 
présenter. Il est bien clair, en effet, que, si l'on donne à x 
une certaine valeur dans l'équation (i), il en résultera une 
autre pour y, et par conséquent, pour certaines valeurs 
données de y, il existera des valeurs correspondantes 
pour X. 
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Revenons au cas où Ton aurait 

p.* — 4^^ = 0. 
Si Ton remplace X, [x, v par leurs valeurs, on a 

p* — 4^^ = (4mc-l- ^ap — ^nb)^ — 4(«' — ^'^P) (^* — ^ac) 
ou bien 

p* — 4^^ ^= i6(m*c^-^ a^p*-\- acn^ -h mpb^ 

— mnbc — abpn — nacmp). 

Si Ton suppose a = mi, b = ni, c = pi, la relation pré- 
cédente donne 

ft* — 4^^ = o. 

Nous savons, en eflFet, qu'alors y conserve une valeur 
indépendante de a:. 

Il nous reste à examiner le cas où X = o. Dans ce cas, 
il y a toujours un maximum ou un minimum donné par la 
formule 



x = — 



UL 



a. — SUR auixauES auESiioirs de masmum et de hdiimuh 

BâSÛLUES A L'AIDE DE PROCÉDÉS ÉLÉMENTAIRES. 

Problème I. — Trouver le maximum d'un produit de 
plusieurs facteurs dont la somme est constante. 

Considérons d'abord le cas de deux facteurs a et 6. On a 

^ (a-hb)^ [a — by 

«*=-4 ^- 

Laissons la somme a-^b constante; il est clair que Je 
premier membre de cette égalité sera maximum quand le 






r 
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terme soustractif sera minimum. Si donc on 

4 

peut prendre a = i, on aura alors la valeur maximum 
de ab. 

Considérons maintenant un nombre quelconque de fac- 
teurs abc.,.l; il est bien clair qu'on ne change pas 

leur somme en remplaçant a et b par • Mais, si a et & 

sont différents, on voit, d'après ce qui précède, que ab 

sera inférieur à ( | 5 donc, tant qu'il existera deux 

facteurs inégaux dans le produit, il ne sera pas maximum ; 
donc enfin le maximum cherché a lieu lorsque tous les 
facteurs sont égaux. 

Remarque. — Il est bon d'observer toutefois que, si la 
nature de la question que l'on traite ne permet pas de 
prendre les facteurs égaux, la solution que nous venons 
de donner doit être modifiée ainsi qu'il suit : 

Un produit de plusieurs facteurs dont la somme est 
donnée est maximum, lorsque la dif[érence entre deux 
facteurs quelconques est la plus petite possible. 

On peut conclure de là le théorème suivant : 

Théorème. — La moyenne arithmétique de plusieurs 
quantités a, b, c^ . . .^l est plus grande que leur moyenne 
géométrique. 



En effet, ( — — ' '- ) est un produit de n fac- 

ci -4- b -\- c H— . -f- / 

teurs égaux tels que -^ ^ dont la somme 

est a -f- i -h . . . H- /; ce produit est donc la plus grande 
valeur que puisse prendre le produit abc. . ./ sans que la 



'*W»^rW-^'^'''. 



k. 

>■ ■■ 
/ •. 



i 
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somme de ses facteurs cesse de conserver sa valeur ; donc 



( 






n 



OU 



«H-6 + c4-...H-/^ » 



/z 



C, Q. F. D. 



Problème IL — Tromper le minimum d'une somme de 
termes dont le produit est constant. 

Nous considérerons d'abord deux termes a et b; nous 
aurons alors 

On voit immédiatement que, ab étant constant, a-i-b sera 
d'autant plus petit que [a — b) sera plus petit; si donc on 
peut prendre a=:^ b, a-^-b sera minimum. 

En raisonnant comme dans le problème précédent, on 
démontre facilement que le minimum d'une somme de 
termes dont le produit est constant a lieu lorsque ces fac- 
teurs sont égaux ou ont entre eux des dijfférences aussi 
petites que possible. 

Problème III. — a: -+- y 4- ^ -f- . . . est constant : trouver 
le maximum de 

expression dans laquelle m, n, p^ . . . sont des nombres 
constants. 

Il est clair que le maximum de x"^ j^zP, , . a lieu en 
même temps que celui de 



.^)'(i)"fâ 



"V?^^^ -;;.■"" 
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Mais l'expression précédente est le produit de 

m -h n -hp -h . . . 

facteurs dont la somme est égale à x H-j^ -f- ^ -4- . . . , c'est- 
à-dire constante ; le maximum aura donc lieu quand ces 
facteurs seront égaux ou quand 

f___X «__ 

~~* ■ ■ "" ^^^ ~" ' ■ • • • • 
m n q 

On verrait de même que ces égalités constituent la condi- 
tion pour que x -h y H- . . . soit minimum quand x^ y^ zP... 
est constant. 

Problème IV. — Trouver le cône maximum inscrit 
dans une sphère de rayon donné. 

Si Ton désigne par a le rayon de la sphère, par x le 
rayon de la base et par j^ la hauteur du cône, la quantité 

qu'il faut rendre maximum a pour expression ^ T:x^y ou 

simplement x^y. Or on trouve facilement entre or et j^ la 
relation 

Si l'on remplace alors x^ dans l'expression à rendre maxi- 
mum par la valeur que nous venons de trouver, elle de- 
vient 

Or la somme des facteurs j^, 2 a — y est constante et égale 
à 2a; il y aura donc maximum [voir le problème précé- 
dent) lorsque l'on aura 

y 

- = 2a — r, 

a 
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OU 

4 ^ r 

Problème V. — Trouver le cône minimum circonscrit 
à une sphère de rayon donné a. 

Soient X le rayon de la base,j^ la hauteur du cône; la 
quantité' à rendre minimum est toujours 

(l) x^yz=zz. 

Si du centre de la sphère on abaisse une perpendiculaire 
sur l'une des génératrices du cône, on obtient une figure 
dans laquelle deux triangles semblables qu'il est aisé 
d'apercevoir donnent la relation 

^ — - ou ^-^ ' — 



Si nous résolvons par rapport à x*, il vient 

[y — af — a^ jr^—uay 

En multipliait parj^ et en ayant égard à l'équation (i), il 
vient 

z— -^ 



y*— lay 

Or z sera minimum quand 

I y^ — 2 ay 



z c^y^ 



sera maximum. Or cette dernière expression peut s'écrire 



I i la l la^ 

I 



._,- .y 



Z 2a* ^ \ y 
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Si Ton observe que — - est constant et que la somme des 

2 Cl 

r * 2« 2a I 

facteurs — et i est constante, - sera maximum , et 

par suite z minimum, lorsque l'on aura 

2a 2a 

— ^^-î ou Y = Aa, 

jr X ^ ^ 

Cette donnée suffit pour construire le cône minimum. 



NOTES ET EXERCICES. 

1. On a employé deux ouvriers gagnant des salaires différents : le 
premier, ayant été payé au bout d*un certain nombre de jours, a reçu 
96 francs, et le second, ayant travaillé six jours de moins, n'a eu que 
54 francs ; s'il avait travaillé tous les jours, et que l'autre eût manqué 
six jours, ils auraient reçu tous les deux la môme somme. On de- 
mande combien de jours chacun d'eux a travaillé et le prix de sa 
journée. 

2. On remet à un banquier deux billets sur la même personne, 
le premier de 55o francs, payable dans sept mois, le second de 
720 francs, payable dans quatre mois, et il donne pour le tout une 
somme de 1200 francs. On demande quel est le taux annuel de l'in- 
térêt d'après lequel ces billets ont été escomptés. 

3. Dans quelle direction faut-il lancer une bille de billard pour 
qu'après deux réflexions elle vienne repasser par le point de départ? 
On supposera l'angle d'incidence égal à l'angle de réflexion ; on sup- 
posera le billard circulaire (dans ce cas la solution dépendra d'une 
équation du troisième degré dont on connaît à priori une racine, ce 
qui permet de la ramener au second ) ; on supposera aussi le billard 
composé de deux bandes rectilignes indéfinies (pour que le problème 
soit possible dans ce cas, il faut que l'angle des bandes soit aigu). 

4. Trouver sur une droite donnée un point tel que la somme des 
carrés de ses distances à d'autres points donnés sur cette droite soit 
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égale k un nombre donné m. Discuter le problème et dire quelle 

est la plus petite valeur que l'on puisse adopter pour m. 

S. Trouver sur une droite donnée ÂB un point M également éclairé 
de deux lumières, d'intensités a et b, placées en A et B respectivement. 

0. Trouver deux nombres connaissant leur moyenne arithmétique et 
leur moyenne géométrique. Conclure de la discussion que la moyenne 
arithmétique de deux nombres est plus grande que leur moyenne géo- 
métrique. 

7. Résoudre les équations 

(i) 

-/>^--a>, l x> — J^ = 









= *', 



■' ' I ar = 61. 

Pour résoudre (i), on remarque que x^ et j' sont racines de 



(a) se ramène à (i) en élevant la seconde équation au carré et en 
retranchant la première; (3) se résout en divisant la première éqoa- 
tion du système par la seconde. 

8. Résoudre en nombres entiers l'équation î>= x'-t-^'. 

Solution. — On a x^= (a +j')(s— j"); on pose alors z + 7 = "'' 
z —y = i!, a* et b* étant des carrés de même parité, afin que 



soient entiers. 
Exemples : 



ri= I, i = 3; alors j- = 



9. Pour résoudre une inégalité de la forme 

aa;' -*- ij; h- c > o ou < o, 

on observe que a:e>+ bx.+ c est de même signe ou de sigo 
traire â sou premier terme selon que x est compris en deh 
dans l'intervalle compris entre les racines. Cela posé, résoui 
inégalités 

ou montrer qu'elles ne peuvent pas être satisfaites. 

10. Résoudre l'inégalité 



On ne chassera pas le dénominateur; pourquoi serait-ce une 
On fera passer a dans le premier membre, et l'on sera ran 
résoudre une inégalité de la forme 

Pour résoudre cette inégalité, on décomposera les deux terme 
fraction en facteurs du premier degré, si c'est possible. Si auc 
deux termes de la fraction n'est décomposable en facteurs du p 
degré, les racines de ces deux termes seront imaginaires, cet 
termes conserveront toujours le même signe, et l'inégalité {. 
ou toujours satisfaite ou toujours impossible. Si un seul termi 
racines imaginaires, il conserve son signe, et l'autre terme chai 
signe quand x passe par les racines de ce terme égalé à zéro, 
a, p les racines rangées par ordre de grandeur. Supposons >/ ei 
sitiCs ; la fraction aura le signe + quand x variera de — co : 
signe — quand x variera de a à p, et le signe -t- quand x varii 
^ à -i- BD . Si les deux termes de la fraction sont décomposai 
facteurs du premier degré, en appelant a, p, 7, lî les racines des 
tions Ajr>-f- Bar-i-C = o, a'x-\- b'x -t- c'=o rangées par or( 
grandeur, la fraction aura le signe de Ao' quand;); variera de- 
puis changera succes^vement de signe seulement pour x=p 
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Résoudre ainsi 

H. Si a -+- y/p est racine d'une équation du second degré à coeffi- 
ents entiers, a et ^ désignant des entiers et v'P "ue irrationnelle, 
— \/p sera aussi racine de cette équation. 

Voici maintenant quelques questions de maximum que l'on réaou- 
a par les procédés indiqués dans le texte. 

12. Maxima et minima de 



13. Trouver le maslmum ou le minimum de ax + hy quand xy est 
instant, de xy quand ax h- by est constant, de .r»+ j» quand xy 
I «-i-j'est constant. 

14. Une colonne verticale est surmontée d'une statue ; trouver en 
lel point du terrain, supposé horizontal, il faut se placer pour voir 

statue sous un angle masimum (construction géométrique de cet 
igle). Résoudre le même problème eu supposant la surface du ter- 
in sphérique. 

13. Étant données deux parallèles AB et CD, une sécante AD et un 
lÎDt B sur l'une d'elles, mener par le point B une sécante BC ren- 
ntrant AD en un point tel que la somme des aires des triangles 
3B, COD soit n 



16. Trouver le trapèze de périmètre ou de surface maximum ou 
inimum inscrit dans un demi-cercle, la grande base du trapèze ceio- 

dant avec le diamètre du demi-cercle. 

17. Ëlant donné un angle BAC et un point P situé dans son plan, 
ire passer par le point P une droite BC telle que l'aire du triangle 
3C soit un maximum ou un minimum. 

18. Dans un trapèze, trois côtés consécutifs sont égaus : déterminer 
quatrième côté, qui est censé être l'une des bases, de telle sorte que 
ire du trapèze soit maximum. 
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19. On inscrit un rectangle dans un grand cercle de la sphi 
prend ce rectangle pour base d'an prisme droit dont les pans déo 
dans la spb&re un quadrilatère curviligne : on demande comme] 
être choisi le rectangle pour que ce quadrilatère soit maximui 

20. Trouver le cylindre droit à base circulaire de volume 
surface latérale maximum inscrit dans un cône donné. 

21. Trouver le tronc de cône de surface latérale maximum 
dans un bémisphère, l'une des bases du tronc étant le grand 
qui sert de base à l'hémisphère. 

Voici maintenant quelques théories facilitant la rechercl 
maxima et des minima. 

22. On trouve facilement le maximum de 

oiia,b,c, a', b',c', m,n,p sont donnés, au moyen de l'artifii 
vaut. La quantité à rendre maximum peut être remplacée par 

a, ^,7 étant indépendants A&x; si l'on dispose de a, ^, 7 de tell 



ce que l'on peut faire d'une infinité de manières, la somme d 
leurs de l'expression que nous voulons rendre i 
Stante, et on la rendra maximum en posant 



Ton n'a pas besoin d'ailleurs de calculer. 
Voici un exercice dans lequel on appliquera ce qui vient d'él 

23. Étant donnée une sphère, déterminer un petit cercle d 
sorte qu'en le prenant pour base de deux cûnes droits ayant 
sommets sur la sphère la différence des volumes de ces c6ni 
maximum {vuir l'exercice précédent). 
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24. On trouve facilement le minimum de ^x'^ db ^2 _^ ^jr2±^2 quand 
X H- ^ = / reste constant ; en élevant au carré, on a à rendre minimum 
^î H_ j2 _^ 2 v/(a:*it:û2)L/2±^î). Or x* -h ^î = /2 — ax/ ; donc on a 
à rendre mininum 

OU à rendre maximum 

m = xj 4- v^( j:* zfc û^ )( j2 ± ^2") . 

En remplaçant^ par sa valeur / — or, en élevant au carré et en faisant 
les réductions, on a une équation du second degré en x\ on la résout 
et on égale à zéro la quantité placée sous le radical ; on arrive ainsi à 
une équation du -troisième degré en /n, mais qui se décompose facile- 
ment en une équation du premier et du second degré. Ainsi on recon- 
naît que m=^±Lab. Voici deux jolies applications. 

25. Trouver le plus court chemin d'un point à un autre en pas- 
sant par une droite donnée située dans un môme plan avec les points 
donnés [y>oir Texercice 24). 

26. Trouver sur la droite qui joint les centres de deux cercles un 
point tel que la somme des tangentes menées de ce point aux deux 
cercles soit maximum ou minimum {^oir l'exercice 24). 

27. Ona (j:-hfl)'"-H(x — fl)'">2x'«:en conclure que, si X — Y 
est constant, X"» -h Y"* est maximum pour X = Y. On a aussi 



yjx H- « H- \/x — a > 2 yfx ; 

on peut en déduire une conclusion analogue. (Ce théorème a des appli- 
cations nombreuses et évidentes.) 

Une foule de questions de maximum se simplifient en s'aidant de 
considérations synthétiques ; en voici des exemples. 

28. Prouver par l'analyse que de tous les quadrilatères formés avec 
quatre côtés donnés, le plus grand est inscriptible dans un cercle (on 
pourra faire usage de la Trigonométrie) ; en conclure que, de tous les 
polygones que l'on peut former avec des côtés donnés, le plus grand 
est inscriptible dans un cercle. 

29. On donne un prisme hexagonal régulier et droit. Soient ABCDËF 



r 






X (^yj x'^ -\- 1 — x\ x{^x^-\-\ — x\ • 

34. Inscrire dans un cercle un triangle de périmètre donné et d*aire 
maximum. 

35. Toute section faite dans un tétraèdre parallèlement à deux arêtes 
opposées est un parallélogramme; de tous ces parallélogrammes quel 
est le plus grand? 



{*) BuFFON, sans être mathématicien, a fait preuve de connaissances éten- 
dues en Analyse : il a traduit le Calcul des fluxions de Newton, et dans 
son Histoire naturelle il a traité diverses questions relatives au Calcul des 
probabilités. 
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une de ses bases, A'B'C'D'E'F' Fautre (les sommets A,B,C,D,E,F 
se succèdent dans Tordre alphabétique et les arêtes sont AA', BB', . . .). 
On joint AG, CE, £A; on fait passer des plans également inclinés sur 
la base par ces droites AG, CE, £A; ces plans se coupent en un point s 
de la droite qui joint les centres des bases et coupent les arêtes BB', 
Diy, FF' en des points ^, d, /. On demande comment il faut mener 
les plans en question pour que le solide sAbCdEfk'B'C/D'E'F' ait 
une surface latérale minima. (Deux solides semblables, accolés par 
leur base A'B'G'D'E'F', forment précisément la figure d'une alvéole 
d'abeille.) (Bupfon) (*). 

30. De tous les polygones ayant le même périmètre et le même 
nombre de côtés, le plus grand est convexe et régulier. 

31. A Taide de l'application 22, on résoudra encore ce problème : 
Étant donnée une sphère et un plan P, trouver le cône droit mini- 
mum ayant sa base dans le plan P et son axe circonscrit à la sphère. 
(Prendre pour inconnue l'inverse de la hauteur du cône. ) 

32. Un quadrilatère inscrit dans un cercle a ses diagonales rectan- 
gulaires; le point de rencontre de ces diagonales est fixe : dans quelle ] 
position son aire est-elle maximum ? 

33. Trouver les limites des expressions suivantes pour x= 00: 



) 



194 TRAITÉ d'algèbre. 

36. Trouver le cylindre de révolution de surface totale minimum 
contenant un volume donné. 

37. Parmi tous les cônes de révolution de môme volume, trouver 
celui dont Tarôte est la plus petite. 

38. Étant donné un triangle, mener une droite minimum qui le par- 
tage en deux parties égales. 

39. Montrer que la recherche du maximum ou du minimum de 

-r-k — 77 / se ramène à celle du maximum ou du minimum de 

ax^ H- bx H- c 

I 
mx-h- • 

X 

40. Rendre maxima ou minima les expressions 

sino: -h cos j:, sinjc — cosar, iangx -+- cot.r. 
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CHAPITRE VIII. 

THÉORIE DES PROGRESSIONS ET DES LOGARITHMES. 



I. — FROfiBESSIOHS ABITHMÉTiaUES. 

On appelle progression arithmétique une suite de termes 
dans laquelle chacun d'eux est égal au précédent augmenté 
d'une quantité constante positive ou négative que Ton 
appelle raison de la progression. 

Considérons la progression arithmétique 

(i) a^ b^ c, dj . . ., ky /. 

Soient r la raison et n le nombre des termes ; on aura 
par définition même 

On voit déjà, d'après cela, que le second terme b est 
égal au premier plus la raison ; le troisième terme c est égal 
au second b plus la raison, c'est-à-dire au premier plus 
deux fois la raison ; en ajoutant la raison à c, on trouve d : 
donc le quatrième terme est égal au premier plus trois 
fois la raison, et, en général, le «""** terme / est égal à a 
plus n — I fois la raison. On peut donc écrire 

/ = a-4-(/i — i)r, 

ce qui donne lieu au théorème suivant : 

Théorème I. — Dans toute progression, un ternie quel- 
conque est égal au premier (et l'on peut prendre pour 

L. — Alghhrey 1. l3 



i 
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premier terme celui que l'on veut) plus autant de fois la 
raison qu'il y a de termes av^ant lui, 

I^OBLÈME. — Tr ouvrer la somme des termes d'une pro^ 
gression arithmétique. 

Désignons par s la somme des termes de la progres- 
sion (i). Nous aurons, en conservant d'ailleurs les mêmes 
notations que tout àTheure, 

(i) *=a-+-^-+-c-i-...-4-A:-f-/. 

Nous pouvons aussi écrire, en renversant Tordre des 
termes, 

(2) 5=:/-f- A: -h . . . -hc-»- 6 + «. 

Or la suite /, A*, . . • , c, &, a peut être considérée comme 
une progression arithmétique ayant pour premier terme / 
et pour raison — r. Si l'on considère alors les i^*™®* termes 
des progressions (1) et (2), on trouve respectivement pour 

leur expression a-^i — iret/ — i — ir; leur somme est 
donc a-hl. Il résulte de là que, si Ton ajoute les for- 
mules (i) et (2) terme à terme, la somme des termes de 
même rang sera toujours a -f- /; on peut donc écrire 

c'est-à-dire 

(3) ,=:(l±i)^, 

formule que l'on peut encore écrire comme il suit, en 
remplaçant / par sa valeur a + n — i r : 

(2^ -4-/2 — I r)n 
5= • 

a 

La formule (3) montre que : 

Théorème II. — La somme des termes d'une progrès^ 




r 
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sion arithmétique s'obtient en ajoutant les termes extrêmes 
et en multipliant le résultat par la moitié du nombre des 
termes, 

Appligâttons. — Les entiers successifs forment une 
progression arithmétique dont la raison est i . On a donc 
ici a == I , r == I , et, en désignant par s la somme de n en- 
tiers consécutifs commençant par i, 

n(n 4- ï] 
2 

Les nombres impairs forment aussi une progression 
arithmétique. La raison est 2, le /z**"^® nombre impair est 

1 + 71 — i.a ou 2/z — I, et l'on trouve, pour la somme 
des n premiers nombres impairs, n^, 

n. — DES PB06BESSI0H8 fiÉOHÉTBiainSS. 

On appelle progression géométrique une suite de 
termes dans laquelle chacun d'eux est égal au précédent 
multiplié par une quantité constante, que l'on appelle 
raison de la progression. 

Considérons la progression géométrique 

a^ b, c, dj . . . , kj l. 

Le second terme b est égal au premier multiplié par la 
raison; pour avoir le troisième terme c, il faut multi- 
plier b par la raison, ou, ce qui revient au même, mul- 
tiplier a deux fois de suite par la raison; on verrait de 
même que, pour avoir le quatrième terme, il faut multi- 
plier le premier trois fois de suite par la raison, et d'une 
manière générale : 

Théorème L — Un terme quelconque d'une progrès- 

i3. 
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sion géométrique s'obtient en multipliant le premier 
autant de fois par la raison qu'il y a de termes avant 
lui. 

Il résulte de là que, en désignant par q la raison de la 
progression, ses termes peuvent s'écrire de la manière 
suivante : 

a, aq^ aq*, . . ., a^"— '. 

Si nous désignons par s la somme des termes de cette 
progression, nous pourrons écrire 

Or, si l'on se reporte au Chapitre III, p. 40, on recon- 
naît immédiatement que la quantité écrite entre paren- 
thèses n'est autre chose que le quotient de y" — i divisé 
par q — i , en sorte que l'on a 



s = a 



7"— I 
7 — 1 



Cette formule peut encore s'écrire 





,_{?- 
9 


•a 

I 






On peut trouver 


la quantité s 


d'une autre 


manière, 


en 


observant que 










"^7 
ou bien 


— ^7 + ^^-4- 


. , . -h Iq 






Sqz: 


= ô -hc-4- . . . 


-^i-hlq. 






d'où l'on conclut 


sq — s = lq 


— «, 






et par suite 












la — a 

c — ^ 







g-I 
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m. — raSERTIOH DE HOTENS. 

Insérer des moyens entre deux nombres a elby c'est 
trouver des nombres compris entre a et i et obéissant à 
certaines lois. Ainsi : 

Insérer m moyens arithmétiques entre deux nombres 
«o et ^m^i j c'est trouver m nombres ai,a2,» • •yam tels que 

«Oî ^i> ^2> •••1 ^my ^m+l 

forment une progression arithmétique. Pour résoudre cette 
question, il suffît de trouver la raison ; or, a^+i étant le 
/7i_l-2^®™®terme (puisque entre Uq et Um^i il y en a m), il est 
égal au premier Aq plus m-\-i fois la raison x. On a donc 

d'où l'on tire la raison 

X =. . 

m-hi 

La raison une fois connue, on a 

et ainsi de suite. 

Insérer m m.ojens géométriques entre Uq et am+ty c'est 
trouver m nombres ^4,^2,...,^^ tels que la suite 

soit une progression géométrique. 

Soit X la raison de la progression inconnue ; «,^+1 est le 
m -h 2*^"® terme de cette progression. Donc 



awK) 

d'où Ton tire 
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'-'s/'-^ 



La raison une fois connue, on a 

Or^ ^— H^ JCy û^ Ûq «ÎC ^ • . • . 

17, _ QlUELQlUES THÉORÈMES SUB LES PUISSAHGES 

DES HOMBBES. 

Lemme. — Soit m un nombre entier plus grand que i , 
a un nombre plus grand que zéro; on aura 



(•) 

En effet, on a 



(i-l-a)'">i-f-/wa. 



(i-ha)*=i-t- 2a-f-a'; 



donc la formule (i) est vérifiée pour m = 2. Supposons-la 
vraie pour m= tï ; démontrons qu'elle est encore vraie pour 
m = /i-f- I . Si l'on a 

(H-a)»>i-4-/ia, 

en multipliant les deux membres par i + 0t, on a 

(i H- a)"-»-*> 1+ (/î-4- i)a-l- «a*, 

c'est-à-dire, a fortiori, 

(H-a)'»+*>H-(/H-l)a. 

La formule (i) subsiste donc pour m = n H- 1 . Or elle est 
vraie pour m = a : donc elle l'est pour m = 3, puis pour 
m = 4j etc. ; donc elle est générale. 

Théorème I. — Les puissances successives des nombres 
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plus grands que i vont en croissant et peu9ent dépas 
toute limite. 

En effet, tout nombre plus grand que i peut être 
présenté par i + «, et l'on aura, en appelant n un eni 



La formule précédente montre que, en prenant n suffis: 
ment grand, (i + a)" pourra être pris plus grand i 
toute quantité donnée ; du reste, il est bien évident qui 

(■+-)"'>(■+■■)•■ 

Théobème II. — Les puissances successives des nomb 
moindres que i vont en diminuant et ont zéro pour 
mite. 

En eâet, tout nombre moindre que i peut être consid 
comme le quotient de l'unité divisée par un nombre (n 
plus grand que i, et alors le théorème que nous venons 
démontrer rend celui-ci évident. 

TsÉonàHE III. — Les racines successives des noml 
plus grands que i vont en diminuant et ont l'unité p 
limite. 

En effet : i" a désignant un nombre plus grand qui 

donc évidemment 

3° Je dis que l'on peut toujours prendre n assez gr 
pour que 

(I) ?;-■<*, 
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ignant une quantité aussi petite que l'on voudra. Kn 
de l'inégalité précédente on déduit 

«<(■+*)"> 

léorème I) 
ne on prend 

■tiori l'inégalité (a) sera satisfaite, et par suite (i); 
satisfaire à la question, il sufBt, comme on voit, de 
ire . 



ai revient à dire que la racine n""°° de n a pour li- 
I lorsque n augmente indéfiniment. 

[ÉORÈME IV. — Les racines successives d'un nombre 
dre <]ue i vont en croissant et ont l'unité pour li- 

théorème est une conséquence du précédent. 

. — DES FBO&BESSIOHS BÉOHÉTBiaïïES DÉGUOISSUTES. 



a -(- aq -H aq' + . . . + aq"~^ 

lomme de termes en progression géométrique; cette 
ne est égale, d'après ce que l'on a vu, à 



ipposons y <C I 
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I** Les termes de la progression géométrique qui sont 
les produits de a par les puissances successives de q iront 
en décroissant et tendront vers zéro, en vertu du théo- 
rème II du paragraphe précédent. 

2** La somme dés n premiers termes 



a aq 



^ — q 1 — 9 

ira en croissant et aura pour limite 1 puisque y" tend 

vers zéro. Ainsi : 

Théorème. — La limite de la somme des n premiers 
termes d'une progression géométrique dont la raison est 
moindre que i quand n croît indéfiniment est égale au 
premier terme divisé par la différence entre la raison et 
l'unité. 

Exemples : 

2** Une fraction périodique telle que o,3535... est 
égale à la somme des termes d'une progression géomé- 
trique : 

35 35 35 

-f- : .-. -h ... ; 



100 (100)^ (100)^ 

sa valeur est : — = — ; ce que Ton savait déià. 

'PO i — rb 99 
Au fond, la démonstration donnée en Arithmétique est 

identique avec celle-ci. 



VI. — DÉFIHITION D'UN STST&HE DE L06ABITHMES. 

Si l'on considère deux progressions, l'une géométrique 
commençant par l'unité, l'autre arithmétique commençant 
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par zéro, 




(') 


l, q. q^, . . .y q'\ • 


N 


o, r, 2r, . . . , nr^ . 



chaque terme de la progression arithmétique est ce que, 
d'après Neper, on appelle le logarithme du terme de même 
rang dans la progression géométrique : ainsi nr est le loga- 
rithme de ^". 

On pourra, comme l'on voit, former, en variant les rai- 
sons q et r, une infinité de systèmes de logarithmes. 

Voici une propriété du système (i) et (2) qui va faire 
comprendre toute l'importance de la théorie qui nous oc- 
cupe. Soient q^ et y" deux termes de la progression géo- 
métrique, mr et nr les deux termes correspondants de la 
progression arithmétique; le produit q^q^= ^"*+« est un 
terme de la progression géométrique ; le terme correspon- 
dant de la progression arithmétique est {m-^7i)r ou 
mr -h nr. On voit donc que : 

Théorème. — Le logarithme d^ un produit est égala 
la somme des logarithmes de ses facteurs. 

Théorème extrêmement important. On conçoit en effet 
que, si tous les nombres avaient des logarithmes connus, 
on pourrait au moyen de ce théorème convertir les multi- 
plications en additions. Nous allons montrer qu'eflFective- 
ment on peut faire en sorte que par une généralisation 
convenable de notre définition tous les nombres acquièrent 
des logarithmes. 

Tout d'abord nous supposerons nos progressions (i) et 
(2) prolongées vers la gauche et écrites sous les formes 

II; ... -5» -9 I, q, q^, . . . , 

( 2 ) ... — 2r, — r, o, r, ar, ... ; 
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alors, en supposant (ce qui est conforme à l'usage) q^ij 
r>o, nous voyons que les logarithmes des nombres 
moindres que i seront négatifs. Cela posé : 

Théorème I. — Si l'on insère entre deux termes con- 
sécutifs de la progression (i) un nombre suffisamment 
grand de moyens, la nouvelle raison différera aussi peu 
que l'on voudra de l'unité; si entre les termes correspon- 
dants de la progression (2) on insère le même nombre 
de moyens, la raison de la nouvelle progression sera en 
même temps aussi peu différente de zéro que l'on voudra. 

En effet, les raisons des nouvelles progressions seront 
respectivement 

Or ces deux quantités ont respectivement pour limites i et 
zéro (p. 202); donc, etc. , c. q. f. d. 

Théorème II. — Désignons par i-\- a la raison de la 
nouvelle progression géométrique, par /3 la raison de la 
nouv^elle progression arithmétique; a et ^ pourront, 
comme nous avons vu, être pris aussi petits que l'on 
voudra, et, lorsqu'ils seront suffisamment petits, la dif- 
férence entre deux termes consécutifs des noui^elles pro- 
gressions pourra être prise aussi petite que l'on voudra. 

Soient (ï -+-«)", (i -t- a)«+* deux termes consécutifs de 
la progression géométrique ; leur différence est 

(l4-a)«(l-h« — l) = a(l-f-a)«. 

Je dis que l'on peut prendre a assez petit pour que 

(3) «(i-4-«)«<(y, 

d désignant une quantité aussi petite que l'on voudra. En 
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effet, l'inégalité précédente peut s'écrire 

(4) -< 



(l-f-a") 

Prenons alors non-seulement <x<^dj mais encore 



l'inégalité (4) sera alors satisfaite a fortiori, et par suite 
l'inégalité (3), ce qui démontre le théorème que nous 
avions énoncé relativement à la progression géométrique. 
La différence entre deux termes consécutifs de la progres- 
sion arithmétique a pour expression générale 

elle peut donc être prise aussi moindre que toute quantité 
donnée. 

Il résulte de ces théorèmes que l'on pourra toujours 
insérer entre les termes des progressions (i), (2) un 
nombre de moyens assez grand pour que la différence 
entre un nombre donné N et un certain terme de la pro- 
gression soit nioindre que 5. Soit (i -f- a)^ le terme de la 
progression géométrique le plus voisin de N; 7z(3 sera le 
terme correspondant de la progression arithmétique ; 
71 (3 sera alors le logarithme rfe N à (3 près. Or, n crois- 
sant indéfiniment, |3 tend vers zéro et 7i(3 vers une certaine 
limite qui est le logarithme de N. 

La théorie précédente montre la possibilité de la con- 
struction d'une Table donnant les logarithmes de tous les 
nombres avec telle approximation que l'on voudra. 

VI. — FROFBIÉTÉS DES L06ABITHME8. 

Le logarithme d'un produit de deux facteurs est égal 
à la somjne des logarithmes de ces facteurs. 
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En eflFet, soit NN' un produit de deux facteurs s'ils ne 
font pas partie de la progression géométrique (i) du para- 
graphe précédent ; soient v et v' les nombres de cette pro- 
gression les plus voisins de N et N'. On aura 

( 5 ) log V -+- log v' = log vy ', 

d'après ce que nous avons vu plus haut. Mais, si l'on sup- 
pose que les progressions (i) et (2) soient remplacées par 
celles que l'on obtient en insérant des nombres indéfini- 
ment croissants de moyens, v et v' se rapprocheront de N 
et N', et vv' de NN'; log v, log */ et log w' tendront alors vers 
ce que nous avons appelé log N, log N' et log NN'. La for- 
mule (5) deviendra alors 

logN •+- logN' = logNN'. C. Q. F. D. 

De là découlent les théorèmes suivants : 

Théorème I. — Le logarithme d'un produit d'un nombre 
quelconque de facteurs, est égal à la somme des loga- 
rithmes de ses facteurs. 

En eflFet, soient a, i, <?, d des facteurs ; on a 

\o^[abcd] •=. log«( bcd) = loga -+- \o^[bcd)^ 
log ( bcd] = log b[cd) =: log b -+- log cd, 
log cd = loge -h log fi?. 

On en conclut 

log [abcd] = logû -+• log b ■+- loge -h logd. c. q. f. d. 

Théorème II. — Le logarithme d'un quotient est égal 
au logarithme du dividende moins le logarithme du 
diviseur. 

En eflPet, soient D le dividende, d le diviseur, q le quo- 



f^ 
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D=^, 
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tient. On a 
d'où 

et par suite 

logg = logD — logr/. C. Q. F. D. 

Théorème III. — Le logarithme d'une puissance d'un 
nombre est égal au logarithme de ce nombre multiplié 
par l'indice de cette puissance. 

En effet, 

loga"=log(aaa. . .) = logfl -+■ loga -f-. . . =«loga. 

c. Q. F. D. 

Théorème IV. — Le logarithme de la racine d'un 
nombre est égal au logarithme de ce nombre divisé par 
l'indice de la racine. 

En effet, soit j^ la racine w**""' de a; on a 

a=x^, 

d'où, par le théorème précédent, 

loga = /2logj, 



et par suite 



log7 = -logrt. 



c. Q. F. D. 



¥n< 
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Les Tables de logarithmes dont on fait usage donnent 
les logarithmes vulgaires. On appelle ainsi ceux qui sont 
définis par les progressions 



., — j I, 10, 100, 1000, ..., 10", 
10 



• • j 



I, o, I, 2, 



Oy a * • ) /•! . * • I 



r 
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la base de ce système, c'est-à-dire le nombre qui a pour 
logarithme i, est 10. 

Les avantages de ce système résultent des propriétés que 
voici : 

Les logarithmes des nombres compris entre 1 et 10, 
10 et 100, 100 et 1000, . . . sont compris entre oeti,iet2f 
2 et 3, ... ; donc la partie entière d'un logarithme, ou sa 
CA.RÂCTÉRISTIQUE, est composée d'autant d'unités que ce 
nombre contient de chiffres entiers moins i . 

Les logarithmes des nombres moindres que i sont néga- 
tifs ; or tout nombre négatif compris entre deux entiers — n 
et — [n -h i) peut se mettre sous la forme — (/i H- i) H- a, 
a désignant un nombre positif moindre que i . Tout loga- 
rithme d'un nombre moindre que i pourra donc être con- 
sidéré comme formé d'une partie entière négative, sa ca- 
ractéristique, et d'une partie fractionnaire positive. 

Tout nombre compris entre o et 0,1 aura son loga- 
rithme compris entre o et — i ; la caractéristique de son 
logarithme sera donc — i , et, en général, la caractérisa 
tique d'un nombre décimal dont le premier chiffre est 
placé au n'^'"^ rang après la virgule a pour logarithme 
un nombre dont la caractéristique est — n. 

Deux nombres composés des mêmes chiffres écrits dans 
le même ordre ont des logarithmes qui ne diffèrent que 
par leurs caractéristiques. 

En eflFet, on a par exemple 

log3782 ,5 = log(37 ,825 X 100) 

= log37,825 4- logioo = log37,825 -+- 2; 

les logarithmes de 3782,5 et 37,825 ne diffèrent donc que 
par un nombre entier, c'est-à-dire que par leurs caracté- 
ristiques. 



w •■'-' 
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Il existe un grand nombre de Tables de logarithmes; 
pour en faire usage, il convient de lire l'Introduction. 

Je décrirai ici la manière de se servir des Tables de 
Lalande à sept décimales. 

Si Ton veut le logarithme d'un nombre entier compris 
entre o et loooo, on trouve ce nombre inscrit dans la Table 
dans la colonne Noms. ; son logarithme est à gauche dans 
la colonne intitulée Logarit. et en face. Entre deux loga- 
rithmes de la Table, on a écrit dans la colonne Diff. leur 
différence. 

Pour trouver le logarithme d'un nombre quelconque, 
on calcule d'abord la caractéristique; cette caractéristique, 
pour les nombres plus grands que i , est égale au nombre 
des chiffres significatifs entiers moins i . Pour les nombres 
moindres que i , elle est négative et égale au nombre qui 
indique le rang du premier chiffre placé après la virgule. 
La caractéristique une fois déterminée, on prend pour 
partie décimale la partie décimale du logarithme du 
nombre composé des mêmes chiffres que le nombre pro- 
posé, mais compris entre o et loooo. Voici maintenant 
comment on trouve ce logarithme. 

Exemple. — Calculer le logarithme de 189367. 

Il suffit de calculer le logarithme de 1893,67. A cet 
effet, on observe que, 1893, 67 tombant entre 1893 et 1894» 
le logarithme de 1893,67 est compris entre les logarithmes 
tabulaires 3 , 277 1 5o6 et 3 , 2773800 de 1 893 et 1 894» Pour 
trouver la quantité x qu'il faut ajouter au logarithme 
3,2771506 de 1893 pour obtenir le logarithme de 1893,67, 
on prend dans la Table la différence entre log 1893 et 
log. 1894, qui est 0,0002294» et on pose cette proportion, 
ce qui n'est pas tout à fait exact, mais ce qui fournit une 
approximation très-suffisante dans la pratique : 



ghapithb viii. 



m'mo : 
1776091 



Î.Î83ÎOI3 
3. 3835^74 



3.1805784 
3.5808059 
3.1810334 

3.1811607 
3.1814879 
3.1817150 



3.iS533ii 
3.aS55573 
3.1857813 



.944 

'à 
'4- 

'm 
igSo 






La différence t entre les deux nombres entiers consé- 
cutifs 1893, 1894^ 9"' comprennent le nombre dorme 
1893,67, est à la différence o,6j entre le nombre donné 
et le nombre entier immédiatement plus petit, comme la 
diff'érence 0,0002294 entre les deux logarithmes tabu- 
laires des deux nombres entiers tfui comprennent le 
nombre donné est à la différence x entre le plus petit de 
L. — ^Igibrt,, I. i4 
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ces deux logarithmes tabulaires et le logarithme cher- 
ché. On a donc 

I : 0,67 = 0,000:^294 : x^ 
d'où 

« = 0,0001537. 

On ajoute cette valeur de x au logarithme 3,2771006 
de 1 893 : la somme 3,2778043 est le logarithme de 1893,67. 
Le logarithme de 189367 est donc 5,2778043. 
Nous avons maintenant à résoudre la question inverse : 

Problème. — Trouver à quel nomhre appartient un 
logarithme donné, 

La caractéristique, augmentée d'une unilé, indique corai- 
bien il y a de chiffres dans la partie entière du nombre 
auquel appartient le logarithme donné. On est donc ra- 
mené au cas où la caractéristique est 3. Cela posé : 

Quand la caractéristique du logarithme donné est 3, 
le nombre cherché est compris entre 1000 et loooo. 

Pour trouver ce nombre, on cherche le logarithme donné 
dans les colonnes intitulées Logarit. 

Lorsque le logarithme donné se trouve dans la Table, 
le nombre cherché est placé à sa gauche, dans la colonne 
intitulée Nomb. 

Quand le logarithme donné, dont la caractéristique 
est 3 , Tze se trouve pas dans la Table, il tombe nécessai- 
rement entre les logarithmes tabulaires de deux nombres 
entiers consécutifs de quatre chiffres ; le plus petit de ces 
deux nombres exprime la partie entière du nombre déci- 
max auQuel appartient le logarithme donné. 

La vartie décimale du nombre cherché est déterminée 
par celte proportion : 

La différence entre les deux logarithmes tabulaires 
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qui comprennent le logarithme donné est à la différence 
entre le logarithme donné et le plus petit de ces deux 
logarithmes tabulaires comme l'unité est à la partie 
décimale x du nombre auquel appartient le logarithme 
donné. On calcule x avec trois décimales. 

Exemple. — Déterminer à quel nombre appartient le 
logarithme 3,2773043. 

On voit dans la Table que ce logarithme tombe entre 
les logarithmes 3 , 277 1 5o6 et 3 , 2773800 des nombres 1 893 
et 1 894 ; la partie entière du nombre cherché est donc 
1893. 

Pour calculer la partie décimale x de ce nombre, on 
prend dans la colonne intitulée Diff. la différence entre 
logi893 et logi894, qui est 0,0002294; on cherche la 
différence 0,0001537 entre le logarithme donné et le loga- 
rithme tabulaire immédiatement plus petit, et l'on pose la 
proportion 

0,0002294 : 0,0001537 =^i\x, 

qui revient à 

2294 : 1537 =ri : .r, 

d'où 

X — : O ,670. 

Le logarithme 3,2773043 appartient donc au nombre 

1893,67. On verrait de même que le logarithme 2,2773043 
appartient au nombre 0,0189367, etc. 

UN EXEMPLE DE CALCUL LOGARITHMIQUE. 

Pour montrer comment on dispose un calcul logarith- 
mique, nous allons traiter l'exemple suivant : Calculer x 

14. 



2l4 TRAITÉ d'algèbre. 

donné par la formule 

x= (o, 36787560 )"X ""V^f'l^ - 

' 243,01287 

On a 

logo: = 1 5 logo, 36787660 -f- log27, 325170— log243. 51287 
logo, 36787660 = 1 ,6667010 
log27, 326170=: 1,4366629 
log243, 61287 = 2,3866219 

16 logo, 36787660 = 7,4866160 

10227,326170=1,4366629 

— 102243,61287 = 3,6134781 

logj7 = 8,635666o 

X =: , 000000034320609 . 
TJN MOT SUR LA DÉCOUVERTE DES LOGARITHMES. 

L'invention des logarithmes remonte, d'après Montucla 
et d'après M. Terquem [Bulletin, article Beiïjamin Bra- 
mer) ajuste Byrge (Jobst Burgi), qui avait construit une 
Table en 1610, imprimée à Prague en 1620, et avait indi- 
qué le moyen de simplifier les calculs à l'aide de cette 
Table. 

Mais on attribue généralement l'invention des loga- 
rithmes à Jean Neper, qui publia sa découverte en i6i4î 
dans un Livre intitulé Logarithmorum canonis descriptio .... 
Neper n'avait pas tout d'abord fait usage de deux progres- 
sions pour définir son système, mais il avait eu recours à 
des considérations mécaniques à peu près équivalentes. 
Les logarithmes que l'on appelle aujourd'hui népériens ne 
sont pas de cet auteur, mais bien d'un géomètre nommé 
Speidel ; les logarithmes de Speidel sont d'ailleurs égaux 
à ceux de Neper, au signe près. 
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Les logarithmes dits népériens ont pour base le nombre 
e = 2,71828. . . ; le choix de cette base sera expliqué plus 
tard. 

Robert Neper, fils de Jean, publia les œuvres posthumes 
de son père sous le titre Mirifici logarithmorum canonis 
construction C'est seulement dans cet Ouvrage que Neper 
fait connaître sa méthode de construction des Tables et 
les avantages d'un système dont la base serait 10. 

Briggs construisit la première Table de logarithmes vul- 
gaires vers 161 8, sous le titre de Logarithmorum chilias 
prima; son travail fut complété par Gellibrand et publié 
sous le titre de Trigonometria britannica. 

Les Tables de Vlacq à onze décimales (1628 et i636), 
de Vega à dix décimales, de Gardinier, revues par Callet, 
ont été célèbres ; citons les Tables construites sous la di- 
rection de Prony pour le cadastre, qui n'ont pas été impri- 
mées et dont un exemplaire est déposé à la bibliothèque 
de l'Institut. 

Les Tables de Schrôn, publiées chez Gauthier-Villars, 
nous paraissent les plus commodes pour les élèves ; mais 
les petites Tables à cinq décimales de Lalande (même édi- 
teur) sont plus portatives et plus commodes pour des in- 
génieurs. 

Vin. — BÉ6LES D'INTÉRÊT COMPOSÉ. 

De l'argent est placé à intérêt composé lorsqu'à la fin 
de chaque année on place les intérêts avec le capital. 

Soient a un capital, r l'intérêt de i franc au bout d'un 
an ; proposons-nous de calculer la valeur A de ce capital ' 
au bout de n années. 

Au bout d'un an, i franc est devenu (i-f-r); a francs 
sont donc devenus a (i -f-r), d'où l'on voit que, pour ob- 
tenir la valeur d'un capital placé pendant un an, il suffit 
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de multiplier par (i-f- r) la valeur primitive de ce capital. 
Si donc on place le capital a, qui est devenu a (i-h r), 
encore un an, il deviendra a (i -f- r ) (i H- r) ou a (i -h r)* ; 
si Ton place encore ce capital pendant un an, il deviendra 
a(n- r)2(n- r) ou a(i-|- r)', etc., et enfin, au bout de 
n années, il deviendra a (i -H r)'*. On a donc 

C'est dans cette formule que consiste la règle d'intérêt 
composé; elle sert à résoudre plusieurs problèmes que 
nous allons examiner successivement. 



Problème I. — Trouver ce que devient une somme a 
placée au taux de joor pour loo pendant un temps t. 

Soient n l'entier contenu dans î, (f la fraction qui com- 
plète le temps t] on aura 

A=«(m- r)" -f-«(n-r)'*yr, 

cp étant exprimé en fraction d'année. 

Problème II. — Quel est le capital a qui, placé à loor 
pour lOo, devient A au bout du temps t? 

Si l'on pose f = ti -h cp, /i étant le plus grand entier con- 
tenu dans f, on a 



A=:a(i +r)'*-h«{i-+- rYfr, 



d'où l'on tire 



a 



(H-r)'*(i -hfr) 



Problème III. — ^u bout de combien de temps le ca- 
pital a placé à loor pour loo devient-il A? 

Si l'on désigne par ti -f- (p le temps cherché, n désignant 
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toujours le plus g^rand entier couteau dans n + (f, on a 

(1) A = al, + r]' + a{, + r];r^„(, + r)'(, + jr]. 
et, en prenant les logarithmes, 

logA =:logd: -î- log(i -H fr] + nlog{l -i- r) 
OU bien 

- lo gA — loga log (t + yr) 



donc, à moir 





ioe(. 


+ ') 


]os(. 


+ '1 


d'une unité près 


est moindre 
logl- 


que I ; ( 

-log. 
. + ') 


in a c 



Si donc on évalue -,-—, — par défaut à moins d'un 

log(l + rJ ^ 

unité près, on aura n; «une fois connu, l'équation (i) fei 
connaître <f par la résolution d'une équation du premi{ 

degré. 

Problème IV. — ^ quel taux faut-il placer la somme 
pour obtenir la somme A au bout du temps n H- y? 

On partira toujours de la formule 

ou bien 

(.) A = «li + ,)"(, + r,). 

Le taux qui dépend de r s'obtient par la résolution d'uB 
équation du ( ra + i )'*""' degré ; mais on peut profiter de 1 
petitesse de r pour la résoudre par approximations succe; 
sives, et l'on pose d'abord 



1 
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De là on tire une première valeur de /', 

_ logA — logg 

M — 1 1 

trop petite. Si dans l'équation (i) on remplace le facteur r 
du produit r<f par /•<, on trouve, en résolvant par rapport 
à r, une seconde valeur approchée r2 de r, 

logA — log[fl(i-i-rjy)] 
r,= 7J ^ 

trop grande. En opérant avec r2 comme avec r<, on ob- 
tient une valeur r^ trop petite, et ainsi de suite. 

IX. — DES AHHUITÉS. 

Une annuité est une somme que l'on paye chaque an- 
née, soit pour éteindre une dette, soit pour se réserver un 
capital. 

Problème I. — Pendant n années on paye a francs au 
commencement de chaque année : on demande quel capi- 
tal on dura formé au bout des n années, le taux de l'ar- 
gent étant loor pour loo. 

Les a francs placés au commencement de la première 
année sont devenus a(i -f- r)". 

Les a francs placés au commencement de la deuxième 
année sont devenus a(i -4- r)"""*. 

Les a francs placés au commencement de la w'*™* année 
sont devenus â (i -4- r). 

On pourra donc retirer, au bout de n années. 
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c'esl-à-dire (p. 198) 



«[(' + '■)■-■](' + ;)• 



Pboblëhe II. — Quelle annuité a faut-il payer pom 
éteindre une dette Ken n années, le taux étant de looj 
pour 100? 

Au bout de n années, A est devenu A(i-l-r)"; en dési' 
gnant par a l'annuité qu'il faut payer à la fin de chaqai 
année, on devra poser 

A(H-r)-=a(, + rl— + »(, + r)— + ... + », 

OU bien 

Ain 



.(lilîl 



(i + 'l-i 

OU enfin 

d'où l'on tire 

"-* (, + .)-r 

Problème III. — Au bout de combien de temps aura 
t-on éteint une dette A par une annuité de a au taux di 
toorpour 100? 

En désignant par n ce temps, il faudra poser 

A(, + r).<2[(,+r)"-ll. 
On résoudra par rapport à n, eu ayant soin de choisi] 

■4- 
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plus petit nombre entier satisfaisant à l'inégalité. En 
— I années, la dette ne sera pas tout à fait éteinte; od 
ra alors la différence 



a trouvera une quantité $ inférieure à A : cette somme 
itérait à payer. Si donc on veut attendre encore un an, 
dernière annuité devra être î(n- r). 

Problème IV. — Quelle somme faut-il placer pour 
tenir pendant n années une rente de a francs, le taux 
int loor pour loo? 

En désignant par x la somme qu'il faut placer, cette 
mme vaudra, au bout de n années, jr (i-Hr)"; la rente 
;ue équivaut à 



^(i +.)'■- 



^l"- 



isque, à cbaque fois que l'on retire a francs, c'est au- 
it d'argent qui pour le banquier ne rapporte pas d'in- 
'ét. On a donc 

.„ + .,.=îI!i±/:)lnLl. 

1 ' r 

1 tire de là 

isons n ^ co ; nous aurons la somme y qu'il faut placer 
nr obtenir une rente perpétuelle de a francs : 



°'[-fr^]-°- 
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Ainsi la somme qu'il faut placer pour obtenir la rente per- 
pétuelle est - • 

Pour tout ce qui concerne l'intérêt de l'argent, on con- 
sultera avec fruit la Théorie mathématique des opérations 
financières^ de M. Charlon. 



EXERaCES. 

i. Trouver le produit des termes d*une progression géométrique. 
2. Dans les formules 

{n-^- l)n 



s = — 5 l = a-h- n — ir, 

relatives aux progressions arithmétiques, on peut se donner deux des 
quantités a, /, /?, r et se proposer de calculer les deux autres. 

3. Problème analogue pour les progressions géométriques. 

4. Les termes des progressions géométriques croissent avec une 
rapidité qui dépasse l'imagination. Voici quelques exemples qui pour- 
ront convaincre le lecteur. 

Trouver la quantité de blé obtenue en plaçant i grain sur la i" case 
d*un échiquier, 2 sur la 2*, 4 sur la 3*, et ainsi de suite en doublant 
toujours jusqu'à la 64*. Cette quantité de blé avait été demandée, dit- 
on, par l'inventeur du jeu d'échecs comme récompense de sa décou- 
verte. (Hâtons-nous de dire que cette anecdote est d'une authenticité 
fort douteuse.) 

5. En supposant qu'Adam ait eu 3 fils, chacun d'eux 3 autres fils, 
et ainsi de suite ; en supposant de plus que la vie d'un homme soit 
de I siècle, on demande quelle devrait être actuellement la population 
mâle du globe. 

6. En supposant que le prix du pain augmente de — de sa valeur 
chaque année, on demande quel devrait être aujourd'hui le prix de 
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vre de pais, sachant que du temps d'Adam ce prix s'élevait à 
Dtime les loo kilogrammes. 

Si la populatioD d'on empire s'est accrue en aoo ans de — de sa 
ur primitive, calculer l'accroiBsemeDt annuel moyen de la popu- 



Démontrer que l'on peut construire une progression géométrique, 
laissant te nombre des termes, la somme de ces termes et la somme 



Trouver cinq nombres en progression arithmétique connaissant 
somme et leur produit. 

t. Trouver la somme des termes de la suite 

I + a.c-(-3j:*-H...-hnj:''-'. 

. Od donne un triangle rectangle ABC en A; du sommet A on 
e AA' perpendiculaire sur BC, du point A' on mène A' A' perpendi- 
ire sur AC, du point A' onmène A" A" perpendiculaire sur A'C,. .. ; 
ver la limite de la somme 

AA'-w A' A' H- A'A'H- A"A"-i-. . . . 

!. Dn polygone régulier de n c^tés est inscrit dans un cercle de 
m donné R ; od mène les rayoos de ce polygone et on le décom- 
< ainsi en triangles isoscèles, tels que 0A£ ; dans OAB on inscrit un 
le Kl, on trace un second cercle K, tangent à Ki etaui droites OB 
A plus petit que le cercle K, ; on trace un troisième cercle Ki plus 
, que Kt et taogent à E) ainsi qu'aux droites OA, OB et ainsi de 
1. 1° Calculer pour un polygone d'un nombre de côtés donné a 

mite de la somme des aires des cercles K|, E>, Kj, a° Le 

bre a croissant indéfiniment, calculer la limite de la somme de tous 
«rcles analogues à Ki, K*, ... ; en d'autres termes, calculer la 
» de n (K,-f-Kî-i-K3 + , ..)pourn = <x> . 

<. Un vase plein, de volume V, contient de l'eau salée, et dans 
1 eau il y a en dissolution un poids p de sel. On vide ce vase, et 
admet qu'il reste adhérent aux parois un volume o de liquide. On 
}lit ce vase d'eau pure et on le vide de nouveau pour le rincer, et 
. de suite un nombre de fois représenté par n. Prouver que, 
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quel que soit /?, le vase V contiendra toujours du sel; calculer le 
poids X de sel qu'il contiendra après la «'**"* opération . 

15. Quelle somme faut-il placer actuellement pour obtenir dans 
p années une rente de a francs payable pendant n années? 

16. Au bout de combien de temps un capital placé au taux r est-il 
doublé, triplé, ... ? 

17. Â quel taux faut-il placer un capital pour le doubler en n années? 

18. Calculer le logarithme de 2 à un centième près dans le système 
de logarithmes dont la base est 16. 
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ERRATA. 

Page i5o, la formule par laquelle se termine le Chapitre est fausse, 
mais le lecteur la corrigera facilement avec un peu d'attention; elle est 
d'ailleurs donnée exactement p. 33, 3* exercice. 

Page i54, ligne 2, au lieu de — a,, lisez a^. 

Page i56, lignes i3 et i4> «z" lieu de sfa, lisez ^. 

Page i57, ligne 8, au lieu de carrés, lisez rendus. 
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